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P. 亭 利 西 著 《应 徽 分 方程 离散 变量 方法 》 一 节 出 版 于 1962 
年 ,我 们 当即 译 负 作为 计算 数学 专业 高 年 级 专业 课 的 教材 : 教 
学 效果 较 好 ， 蔬 中 提出 的 某 些 问题 曾 作为 学 生 的 毕业 论文 予 
以 完成 。 该 书 间 世 至 邻 已 近 二 十 年 ;在 此 期 间 ,; 国 际 上 相继 出 
版 了 不 少 表 微分 方程 数值 解法 方面 的 卷 作 ， 其 中 很 多 是 优秀 
作品 .就 在 这 些 优秀 著作 中 ,在 重要 理论 的 叙述 和 关键 公式 的 
推导 方面 。 经 常 引 用 Henrici 的 这 本 局 或 者 建议 读者 参看 这 
本 节 . 近年 来 ， 国 内 同行 普遍 认为 将 该 节 译 成 中 文 是 有 价 重 
的 :就 励 我 们 整理 初稿 ,予以 出 版 ,以 给 读 考 ， 

这 里 ,我 们 特别 感谢 刘 德 贵 同志 ,他 对 译 稿 进 行 了 详尽 的 
校 疾 ;我 们 还 对 王 长 富 同 志 的 校区 工作 和 闵 示 感谢 。 
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本 蔬 既 准备 作为 大 学 高 年 级 的 教科 书 ， 同 时 还 介绍 最 新 
WBE. 本 书 的 基础 部 分 着 重 于 叙述 基本 概念 以 及 
有 实质 狂 意 义 的 问题 。， 而 不 是 像 手 册 那 样 列举 专门 技术 的 细 
丰 ， 这 一 点 友 肥 了 我 对 讲授 数值 分 析 的 看 法 .本 节 大 部 分 较 
深 的 内 容 ( 特 别 是 误差 传播 方面 的 材料 ) 是 新 的 . 

我 曾 为 数学 工作 者 以 及 爱好 数学 的 工程 师 和 物理 学 家 多 
次 讲 过 题 为 “微分 方程 歼 值 解法 ”的 课程 。 本 书 来 源 于 这 一 课 
程 的 讲稿 、 这 一 课程 所 包括 的 主 桶 内 容 ， 大 约 为 现在 这 本 书 
的 第 一 ` 二 草 和 第 五 章 的 前 半 部 分 。 对 于 这 些 内 容 , 必 须 具 备 
的 预备 知识 是 微分 方程 的 初等 教程 、 高 等 徽 积 分 的 某 些 部 分 
和 一 些 关 于 计算 视 计 算 的 知识 (在 洛杉矶 可 州 大 学 ,这 些 关 于 
计算 视 计 算 的 知识 ， 通 过 选 学 一 门 一 个 学 分 的 初等 程序 设计 
总 程 就 可 获得 )， 第 三 、 四 章 和 第 七 章 需 要 一 些 矩 阵 和 线性 代 
数 的 知识 。 第 五 及 第 六 章 的 某 些 部 分 逢 有 初等 复 变 函数 理论 
方面 的 准备 知识 ， 

每 人 章 最 后 所 附 的 河 题 主 要 是 理论 性 的 。 显然 ， 一 个 学 生 
要 想 完全 理解 本 书 中 介绍 的 算法 ， 就 必须 将 它们 应 用 到 具体 
的 实际 问题 上 去 。 然 而 ， 能 驶 合理 地 要 求 一 个 学 生 所 求解 的 
辐 题 的 大 小 ， 在 很 大 程度 上 取决 于 可 供 基 使 用 的 计算 放生 . 
由 于 这 个 原因 ， 对 于 数值 计算 的 问题 除了 某 些 例外 都 留 给 教 
MESTIE, 

影响 到 我 对 问题 的 见解 的 形成 的 因素 是 多 方面 的 ， 这 里 
只 能 提 及 几 个 方面 .关于 多 步 甘 的 儿童 ,它们 现在 的 表达 形式 
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很 多 来 源 于 Dahlquisz [1956,1959] 的 两 篇 重要 文章 ;关于 数 
值 稳 定性 的 几 币 :基于 Ruushauser [1952] CHE; TF Runge- 
Kutta 方法 的 几 节 , 基于 G [1951] 的 工作 ; 关于 采用 的 记 
与、 计算 移 专 门 知 识 和 过 去 的 参考 文献 。 则 主要 依据 Collatz 
[1960] 的 工作 . 

PF A 


1961 年 9 月 
WHEE, ESL 


A 
e ili >» 


B Ie 


— 
51 = FP 


0.1。 ESC, (APRIL A SPOS coe eee cceccecee recess ee eec ee te ee eee seen eeees 
O. 2. 求解 微分 方程 的 数值 方法 的 必要 性 ……………… 
0.3。 遍 和 散 变量 旋 实 te 

PE .ve 


第 1 部 分 初 值 问 题 的 单 步 方 法 


1.2. 匠人 值 问题 解 的 存在 性 -po 
1.3. Euler 方法 的 离散 误 北 on 
1.4. Euler 方法 的 舍 信 课 六 ee 
1.5. Sk 5) Ree aCe COLL EECLEL ELE eee 
1.6, A TR RRR BEDE core ene ence nee renee ee 
1.7。 求 解 的 问题 .ee 


第 二 但 ”一 阶 单 个 方程 的 --- 般 单 步 方法 。 
2,1. FPR Ip J }E ee ee 本 
2.2. 一 般 单 事 方 法 的 离 获 谍 状 ee 
2.3. ee ae Oe ee 
2.4. PERIERE co eee een een eee cere eee eee ee cence eee t nee ene 

第 三 章 一 本 方程 组 的 - MITE a 
3.1. ip LAr -os。 os 


Wt Be mt 


2. 坟 程 组 的 特殊 单 步 方法 er 
3. 单 步 方法 的 离散 误 送 ee 


3. 季 -用 单 步 方法 积 盆 方程 组 的 舍 信 误 敌 oo 


， al eee eee ee 


an Gear ores: A: Sh: et aa = eee 


A] EG seeeec ppetensearenteernartnnes 
. irh FEEL BRA Dy ene cee eerceerecter pene ean eeese sagen en es 
FRCPC TSE SEE ee 


Be A UA Se PEPE ee 
求解 让 | 本题 secs eccesesescceccenceeeessersneenees ceeetees rarai 


JẸ ee eee ere 


第 下 部 分 初 值 问题 的 多 步 方法 


一 了 方程 的 饼 步 方法 a ` 


.1. 特殊 的 多 步 方 法 e Lo 
， BRA SE SERED HELL TYG see 
.3. 强 狂 多 步 方 染 的 密 散 误 着 seer 
.多 步 方 法 积分 的 爹 人 入 误 闫 esse arrie 
.5， 问题 及 附注 eee teare os .， 


i: 和 ee ee 
CERDDAI I 


- RES PERR … 


- Be A TSG FER ee 
« Zah PBR reece wee cece ee eee e eae een ee 
- 问题 肪 附注 


PE +*rsssunerasnesnnressrrrran 


第 i 部 分 边 信 问题 


第 七 章 一 类 二 阶 非 线性 边 值 问题 的 直接 方法 ee 421 
7.1. 求解 的 方法 … = wwwrweaaaean 42] 
7.2. 224-0 BERRIES TERE coer eee pe 
7.。 对 类 演 俏 问 题 的 离散 误 著 er 453 
7.4. $ ARZE eee 458 
7.5, E h SE E 和 465 

PE wren ee ence an neers case eee eer en eee resend see ents aan tee eee eet naees 47] 

BB FE WO aR oo cere este cee cncenarnetaneanceneencnecsecsnmamsersaaeeeers 473 


+ Fi œ 


引 高 


0.1. GR. 何 题 的 分 类 


&—-o<asoo, RI lab] RMB ase Sb 
的 所 有 的 实数 zx 的 集合 。 如果 —o ma eb eco, RAIA 
(asb) ERWE a < r < h RA t RA. AS Caesb] 和 
Lab) 按照 类 羽 方 式 米 使 用 。 OP PERMA pel. X 
“> g <b H F(x; Fos His” * “yp Fee NE xe [a, b] F Cro 
Yir YE D PRM, HADES Cp + 1)-# Euclid 
空间 的 一 个 区 域 ， 方 程 
Plrsysp stt’ pem (0-1) 
称 为 f 阶 微分 方程 。 着 函 数 y(x) 有 定义 且 在 [a, 51 的 一 个 
FAW EPRA’ re TI Cy Cx) Ge) y PE 
E D h, HER 
下 《rt 人 Kx 一 人 二 ET (0-2) 
REAL. WR yw) 为 微 分 方程 的 一 个 解 . 从 简单 的 例子 便 可 知 
道 , 一 个 给 定 的 微分 方程 ,可 以 有 许多 解 。 例 如, 若 一 1， 而 
E Firs Yos YO = ya — yo 则 每 一 个 函数 yir) 一 Ce* (C= 
清 数 ) 为 一 个 解 。 为 了 确定 给 定 的 微分 方程 的 一 个 解 , 通 上身 需 
要 说 明 客 询 某 些 附 加 性 硕 ， 例 妇 在 措 定 的 点 上 络 出 函数 全 或 
它 的 导数 值 。 绪 果 是 : 一 个 了 阶 方 程 一 般 恰 好 需要 个 定 解 
条 件 。 一 个 重要 的 特殊 情况 是 以 条 性 
yCa} = o> 
y'a) 一 ms (0-3) 


+ 1 = 


vy? Ca) = ap, 

eon FL oom tone 为 已 知 和 常数， 确定 y(wx) EE 
PE (0-2) 和 C0-3) 的 问题 称 鸭 初 值 问 题 。 边 值 问题 是 这 样 
ASIA). BAB yt 鞭 及 (5 或) 它 的 某 些 导数 在 几 今 不同 的 氮 上 
BN 8 i Ae. 

当 p 一 l HERAA. 通常 假设 (0-1) 己 就 
景 高 阶 导 数 解 绅 , 于 大 一 阶 初 值 问题 形 如 

y'= HF) yea) = ys (0-4) 

其 中 了 Hm. TREMA. RNR 
Ka HEWN rE (so FI URHEA Y aE. 在 第 
一 章 ` 第 二 章 及 第 六 训 里 将 研究 这 类 初 值 问题 ,第 三 章 考 虑 一 
HEATER, BOSMSA SSR 1 的 方程 的 
初 值 问题 ,第 七 章 贿 为 处 理 二 阶 方程 的 这 值 问 题 。 


0.2. 求解 微分 方程 的 数值 方法 的 必要 性 


例如 (0-4) 这 样 一 个 初 值 问 题 ， 它 的 解 在 数学 工 的 存在 
性 ,对 于 天 x,y) 来 说 ,可 以 在 非常 一 般 的 条 件 下 得 到 证 明 . 第 
一 草 给 出 了 基本 存在 定理 的 概述 ， 而 在 第 三 童 叙述 方 程 组 的 
情形 。 然而 在 微分 方程 的 许多 应 用 中 ， 所 要 求 的 不 仅 是 解 在 
数 竺 上 的 存在 性 一 一 这 一 点 二 种 可 以 从 非 数学 的 考虑 得 到 证 
朋 一 一 而 且 是 解 在 自 变量 的 指定 范 坪 内 取 值 时 它 的 (近似 ) 数 
E. 关于 这 方面 的 情况 是 很 少 令 人 满意 的 、 对 某 些 实际 上 是 
更 要 的 但 却 是 十 分 特殊 的 微分 方程 类 ， 它 的 解 可 用 封闭 形式 
党 出 : 即 忆 初等 函数 诸如 和 多项式、 相 数 画 数 、 对 数 晒 数 岗 必 这 
些 函 数 的 不 定 积分 的 有 限 组 合 给 出 ， 另 一 方面 ， 许 多 其 它 的 
微分 方程 ;并 不 能 按照 这 种 方式 来 求解 ,即使 外 形 看 来 是 篇 闻 
HIH JT EE PAN 


= 27 a 


yom xi by’ 67 + x, 
E TERA es TU A E 0 SS BOR eR. 的确， 虽然 有 和 相 
当 一 类 县 有 显 式 解 的 微分 方程 ( 思 Kamke [1943], 但 可 以 
背 定 地 说 ， 天 多 数 微分 方程 不 能 求 得 其 显 式 解 ， 必须 重视 的 
是 ,即使 在 显 式 解 存 在 的 情形 下, 导 找 它 的 数值 解 的 问题 也 不 
一 定 是 轻而易举 的 。 凡 基 种 程度 上 浅说 ， 对 简单 的 初 值 问 题 
一 JC0) 一 1 也 是 如 此 。 汐 了 求 得 解 的 数值 ， 人 人 和 们 必须 
计算 或 者 查 表 ,可 能 还 要 对 ce* BETTI. BTS. FE 
y = 1 — 2x7 HJAR gy lr) = eT \" fae. 为 了 确定 y Cr) 的 


RUB. 人们 必须 许 算 一 个 积分 ， 而 它 又 不 能 有 初等 函数 来 素 
了 东 , 并 且 也 没有 合适 的 表 可 查 ， 面 对 显 式 解 的 有 明显 的 局 限 性 ， 
数学 家 在 用 解析 方法 处 理 微分 方程 问题 的 早期 ， 就 开始 使 用 
上 其 有 鄙 广 泛 适 应 性 的 近似 方法 . 级 数 展 开 方 法 与 Picard-Linde- 
of 选 代 其 是 两 个 具有 历史 意义 的 例子 ， 

微分 方程 的 级 数 解 的 研究 曾 吸 引 T 了 一 些 第 一 流 的 数学 
家 ,从 而 导致 特殊 解析 函数 理论 的 重要 发 展 ， 且 前 :微分 方程 
在 什么 情况 下 可 以 有 简单 的 级 数 解 。 已 经 了 如 指 掌 。 它们 也 
不 过 形成 了 十 分 有 振 的 一 类 ， 例 如: 虽然 徽 分 方程 


入 十 么 ?十 (总 +C+Dmyy 一 1 
x x 


(4, B, C, D 一 RR) WE eae AS ee LIRR E 
出 , 若 将 项 Dx? FAR De, WAR ZEEE AOR. BIS 
PRE TETE. WAS BARS KI, TARR REI iRB. 
在 非 线性 微分 方程 的 异形 下 ,除了 开头 少数 几 需 而 外 ,要 决定 
FERARO TAY SB, ROA RK RT PE 
说 :和 情况 出 更 环 一 些 。 

Av UPROAR Blah Tee 
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工具 ,然而 它 作为 解 的 数值 计算 的 有 效 方法 ,其 价值 经 常 都 是 
SARIN. (FARSI PRD Ba BRR BITE RK 
其 数值 解 而 却 不 能 以 某 些 其 它 方法 更 方便 地 求解 的 例子 . 


0.3， 离散 变量 方法 


本 书 将 钼 理 基 于 离散 化 原理 的 求 常 微分 方程 近似 解 的 那 
些 方法 ,这 些 方法 的 共同 特点 是 ,并 不 试图 在 自 变量 的 整个 连 
续 区 间 上 去 逼近 精确 解 y), 只 是 在 离散 点 xo, tio xa，" "的 
PRG ESA RU. JR ea 不 一 定 都 是 等 距 的 . 
如 条 它们 是 等 距 的 ,我 们 就 把 它 写 成 *e 一 ea 十 mm5 n= 0,1, 
2，,'"'*。 量 上 称 为 步 长 大 小 , 步 长 宽度 或 简称 方法 的 步 长 。-~- 
般 来 说 ,求解 微分 方程 的 离散 变量 法 是 由 一 个 算 甘 组 成 的 ,这 
个 算法 使 每 个 了 网 格 上 后 zs 对 应 一 个 数 ys 而 ys 被 认为 是 在 rn 
所 精确 解 yxs) 的 近似 值 。 我 们 将 考虑 的 主要 问题 之 - :是 被 
称 为 魔 散 误差 cs = y 一 VOD) 的 这 个 量 的 大 小 ， 特 别 是 它 
可 作为 步 长 的 一 个 图 数 ， 

与 早期 提 到 的 一 些 方法 相反 ， 离 散 灰 量 方 法 具有 几 平 是 
普遍 可 应 用 的 优点 。 例 如 ;就 初 值 疝 题 (0-4) 而 言 : 对 大 多 数 
离 敬 变量 方法 的 可 应 用 性 的 唯一 要 求 是 对 给 定 的 * 及 > 能 计 
算出 六 x,3) 的 一 个 好 的 近似 值 >。 确实 ， 为 了 保持 离 表 误差 
充分 小 :可 能 需要 对 函数 fx, y) 进行 多 次 的 计算 。 一 度 曾 限 
市 了 漓 散 变量 方法 的 应 用 、 今 天 就 无 需 考 虑 这 一 点 了 。 当 大 
晤 的 数值 计算 ,特别 当 计 算 其 有 窗 次 重复 性 质 针 ,可 以 在 和 宜 动 
- 数字 计算 机 上 有 效 并 可 靠 地 得 到 完成 . 

在 解 初 值 问题 的 离散 变量 的 方法 中 ,我们 可 以 将 单 步 方 
法 和 多 步 方 法 加 以 区 分 ， 在 一 个 单 步 方法 中 ， 如 果 只 知道 

TD Plm. EAE F Arie HRI Ceny A eS 
一 点 就 不 是 一 个 可 有 可 无 的 要 芒 了 。 
sa 4 >» 


Ya AAS) yaro TIC AB AE t BT A yaa, 
Yeo. WTE IPIE, Hey 时 需 宙 知道 的 不 仅 
是 ys， DR ARAI mR E yaio Yatt. WRA Fit 
算 Yato IMBC A Vas Vato" Veti-e E ME k BH, 

ERATED WRAR ARR. EXE e 
网 客 点 可 以 看 作 一 个 新 的 出 发 点 ， 这 就 易于 改变 步 长 。 多 步 
方 靶 要 求 一 个 特殊 的 初始 处 理 ， 由 于 在 点 mr ge E 
对 计算 来 说 缺少 必须 具备 的 某 些 出 发 值 y,-;, 同时 在 步 长 改 
变 的 点 上 也 需要 一 个 特殊 的 计算 ， 所 有 这 些 便 增 加 了 所 需 机 
器 代码 的 长 度 和 复 淋 性 。 另 一 方面 ， 多 步 方 法 可 能 较 单 步 方 
法 更 为 精确 、 这 二 类 方法 的 进一步 的 相对 优越 仁 将 在 以 后 讨 
论 。 由 于 在 这 二 种 情形 中 基础 理论 的 不 同 ， 故 有 必 村 分 别处 
Wiz RAE. SREB SRR HE. PHASE 
第 七 章 中 考虑 多 步 方 法 . 
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[1953], Cernysenko [1958], Franklin [1952] Beepiey ec 
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第 1 部 分 “” 初 值 可 题 的 单 步 方法 


第 一 章 一 阶 单个 方程 的 Euler 方法 


SF (SB AS Euler A CU Euler [1913]， 
p. 422; Euler [1914], p. 271) 不 仅 和 在 所 有 单 步 法 中 古 且 在 
所 有 方 尘 中 都 是 最 简单 的 ， 对 于 实际 的 数值 问题 ， 并 个 推荐 
Evie 方法 ,因为 它 的 精确 度 是 十 分 有 限 的 . 尽管 如 此 ， 我 们 
还 将 详细 研究 Euler 方法 因为 它 能 很 明显 的 显示 出 对 更 为 
复杂 的 方法 也 具有 的 一 些 特 性 。 特别， 这 里 介绍 的 离散 误差 
各 舍 作 误 甘 的 基本 现 绿 易于 研究 ， 因 为 这 个 方法 分 析 简 倒 . 
全 章 都 假设 4 为 定 步 长 . 


1.1. 5 


11-1. Euler WRG Be NM. FE Euler B}, 1H y, 是 控 
照 如 下 公式 : 

vo = yla) = y, (1-ia) 

Pati 一 ya F bfC rar Yad 7? = 01s2,.-* {1-1b) 

递 推 计算 出 求 的 ， | He A ee a a JL fal 

RE. 我 们 把 微分 方程 y 一 Ke, y》 看 成 在 {x,y) 平面 的 带 形 

4 <sx lb 内 确定 方向 场 的 一 个 方程 ， 于 是 求解 微分 方程 的 

阿 是 在 几 忆 上 和 视 当 于 确定 这 样 一 条 有 师 线 ， 它 通过 给 定 初 录 占 

r 


《aoyg)。 并 且 在 其 上 每 一 点 的 斜率 与 由 方向 场所 规定 的 斜率 
一 青 。 1-1) HERA Crs ya) 可 作为 折线 的 顶点 ， 折 线 
通过 谁 确 的 初始 点 且 上 其 有 这 样 的 性 质 ， 每 段 都 具有 在 它 的 左 
端点 的 方 问 场 规定 的 方 阿 . 


AA (1-1) 还 可 以 有 几 个 解析 解释 . 
Ci) 如 采 我 们 用 向 前 差 毅 在 点 {xs。， ye) 处 通 近 微分 方程 
中 的 导数 , 则 得 到 


sti #a = HtasVals 


解 出 yn 便 得 (1-1b)， 
GD 在 积分 限 x 和 x 十 下 之 间 积 分 恒等式 
y'Ce) — Fersy) 
得 到 yG +k) — ye) = i Kaydi. 
特别 ;如果 一 r RIK = A, 则 


LETER. 一 ?xn = | fersy ad. 


HAAR OMBRAR ROKAMKERER BREE 
点 上 的 值 ) 来 近似 这 个 积分 。 并 且 把 y(x,) 恒 同 于 ys 我 们 仍 
得 (1-1)， 

Gu) 假设 在 点 e, 附近 能 够 把 解 用 Taylor 级 数 展 开 : 
yrs TA) = yxy) + hilan yC) 十 = Ay Can) bees, 
公式 (1-1) 是 截 去 这 个 级 数 在 上 的 线性 项 以 后 的 结果 . 

上 述 每 一 个 解释 均 指 而， 在 以 后 各 章 中 要 讨论 的 Euler 


方法 一 类 推广 途径 . 有 趣 的 是 :用 (it 数值 微分 ) 所 表示 的 推 
广 , 似 平 是 最 直接 的 ,但 已 经 证 明 是 三 种 推 三 中 成 效 最 少 的 、 


1.1-2. 计算 上 的 研究 。 Euler FRAMERS IE 
为 一 个 计算 过 程 ， 二 是 为 了 便于 与 以 后 所 要 诗 论 的 更 为 复杂 


i 7 - 


的 方法 相 比较 。 在 图 上 1 中 ， 我 们 用 通常 的 表示 法 给 出 数字 
计算 机 上 使 用 Euler 方法 求解 初 值 问题 (0-4) 的 框图 ， 

由 于 同样 的 原因 ,我 们 在 表 1.1 中 列 出 用 步 长 3 一 0.1 时 
Euler HREM AEA 


y =x — y’, y0) = 9 (1-2) 
进行 数 信 积分 时 的 前 儿 个 值 ， ZE $2.1-2 和 $5.1-2 中 要 用 更 


HARA ARIK Le. ART RR 
FF. 


a—rx, 


RA ha, b | 


¥ 1.1 Euler 方法 的 数值 例证 


Lt el aE 


an - Va | EFES) we 

_ Eee i 

0 0 -之 D | Fy = FCn) 

.1 ü 一 > 0.10000 i 
“en | 

0.2 0.01009 =-= 0.19990 xn + A—>x, 
ae 

6.3 6.02999 +» 0.29910 Yu t+ Rf ys 

上 一 FE Ras 
oi j 0.05990 TORR Hace Wa 


L os 
在 求解 微分 方程 的 任何 一 个 数值 (eze ) 一 一 
显 


方法 中 ,数值 工作 大 部 分 用 于 对 自 变 | 
FAS AR I A A BBE Ca, ?) 的 值 . (=) 
At, TA RS SP ty eR f(x， ~~ 


D 值 的 次 数 便 成 为 衡 最 任何 一 个 方 。 图 1.1 Eue 方法 
法 所 要 求 的 计算 工作 量 的 标准 . 我们 TENS 
将 称 这 个 次 数 为 置换 的 特定 的 数 ， 对 于 Euler 方法 ， 这 个 次 
数 显然 为 1. 

11-3, 一 个 解析 例子 。 如 果 fe, y) 是 十 分 简单 的 晤 数 ， 
便 有 可 能 对 ya 求解 递 推 关系 式 (1-1)， 并 且 可 求 出 加 作为 
= 及 下 的 函数 的 显 式 表 达 式 ， 这 样 一 个 显 式 解 很 少 有 实际 意 

s B 


<M, AAG AERO AAS BS BSA RERI RE 
下 才能 求 出 来 (A. EE SRN HA ek mh. E 
是 有 帮助 的 . 

我 们 米 求 初 信和 问题 六 一 yy，yC(0) 一 1 和 解 的 Euler 近似 
PAEA. ERRA rsy) = y, Atk (1-1b) 化 成 

Yati = Yn T Ayn = CE + AYA, 2 = 0,1,2,°°°. 

H F Yi 一 I, 我 们 求 得 y=] +á, w= C1 -+ Ady = (1+ 
AY, 一般 地 ， 

ys = C1 +A, 2 =1,2,¢°°, 
Alaa = s/h, 从 而 在 点 xs 一 上 近似 解 的 值 由 公式 

Ya = Cl + Ap? = [C1 t+ A] 
给 出 .很 据 微 积分 中 [Taylor [1955], 74 页 ] 众 所 局 知 的 定 
H, A> OW BAT .于 是 我 们 已 经 证 明 , 在 所 考虑 
的 特例 中 , 当 减 小 网 格 的 大 小 时 : 便 能 任意 好 地 通 近 禄 值 问 题 
的 精确 解 . 

1.1-4. 数值 方法 的 误差 。 求解 徽 分 方程 的 数值 的 逐步 
方 靶 的 误差 应 归结 于 两 个 来 产 . 第 一 个 来 源 是 由 于 用 固定 
步 长 的 方法 提供 的 数 y,, 则 使 计算 到 无 穷 多 位 小 数 。 它 与 
FURS RU y(*,》 是 极 少 一 至 的 ，。 这 个 盖 异 必须 预料 到 ， 
因为 一 个 数值 算法 事实 上 必定 是 有 限 次 运算 、 即 使 是 很 简单 
的 微分 方程 (例如 y= 二 y) 的 解 都 是 超越 函数 , 因此 不 能 用 有 
RTA BURR Rie. Æ | 

ca = Yn — yan) 
PROD A IR AT PRBS, KE y, 表示 由 算法 给 
出 的 准确 数值 . l 

误差 的 第 二 个 来 源 是 由 于 在 大 多 数 和 情形 下 , 数 vy, 不 能 计 
算 到 无 限 精 确 ， 因 为 任何 计算 工具 都 具有 有 限 的 精 戏 度 、 我 
İIE Fa 为 代替 ?。 PRAM. = 


ra = Yr — Ya 
BRAY AiR 2. 
APA = ARS, TKS BRE 
(Fn — Cea) = 1G. — yn 
+ Cyn — YELADI S ten} + lirale 

为 了 区 分 Fa Mya RATER ER ye 为 对 微分 方程 的 真 解 
AOFM, TRS, HRM BI. Ae RIC 
yx). 

—- BR AREGR oN Ea ES SES SEAL Fes ks 
例如 -1)]， 那么 值 ya 和 离散 误差 en 则 可 认为 是 完全 确证 
的 数 . 男 一 方面 , 舍 入 误差 +, 却 不 能 由 方法 的 数学 公式 来 确 
定 。 它 人 科 依 赖 于 数字 位 数 , 机 器 所 采用 的 数 和 的 系统 ,小 数 点 的 
位 置 ( 定 点 或 浮 点 运算 )、 数 值 运算 所 安排 的 次 序 、\ 计 算 关 x,y) 
所 使 肛 的 子 程序 的 精确 度 以 及 其 它 因素 ,因此 离散 误 靶 比 爹 
人 误差 葛 容 易 适 用 于 数学 分 析 ,这 是 不 足 为 青 的 . 但 是 ,认为 
舍 人 误差 永远 是 不 可 预料 的 , 那 是 荣 记 的 ,关于 它 的 相当 现实 
和 实际 的 描述 是 可 能 达到 的 ， 

1.1-5. 各 种 类 型 的 误差 合计 . 求解 数值 问题 5 不仅 允 求 
解 微 分 方程 的 问题 ) 的 许多 算法 可 以 看 成 依 奈 于 一 个 参数 
的 数值 运算 .基本 思想 是 取 参 数 的 极限 值 ,例如 说 , 当 p>%， 
舍得 到 这 个 间 题 的 “ 真 解 ”， 参 数 p 可 假设 是 连续 或 魔 散 值 . 
FESR Ein tle) 一 0 的 方程 的 Newton FRED, ERRA 
tpp = zp — flr ME C 中 * 的 下 标 起 着 P 的 作用 .在 固定 
区 同上 求解 微分 方程 的 问题 中 ,了 AWA Cb 一 a) 出 现 , 其 
PARADES RK. 只 有 关于 方法 悍 差 ef 的 的 性 态 作 
为 各 的 阔 数 为 吕 知 ， 数 亿 方 法 才 认 为 是 满意 的 .在 误差 研究 
PAA TIREE n BB A BUR. 


» 1? = 


CO BTA Te EHDA PE AD”. TE 
elp) — ü (p— 0), 
GD 可 以 知道 收 伍 速度 的 某 些 情形 . 比如 说 ， 它 可 以 用 
Fe TRE p(tp) 来 表示 , 4p ool}, oC Bl B,H Ae 
HFSS RA PAP RE OC, 使 得 估计 
leCp) | <= Cpr) 
成 立 。 这 个 结果 常常 写成 形式 
e(r) = OC plr)). 
EE: (QRS pC ager. 
(iii) 更 为 精确 地 说 :需要 知道 
| ef | < p W-Ap>p, 
其 中 po BIER, pe se p> co k TER- 
指定 的 画 数 .这样 的 结果 称 为 误差 的 春 . 
Civ) 最 后 我 们 知道 : 当 p-> 00 时 
elp) 
olp) — i Cp—-+oo), 
其 中 仍 有 pe) 一 0-。 这 个 公式 称 为 误差 的 渐 近 公式 . 
上 和 醒 陈述 的 几 个 结集 ， 误 差 的 蛮 仅 能 使 我 们 对 所 也 的 疡 
值 ,使 之 保证 误差 |eke | 小 于 一 个 预先 指定 的 数 . 对 于 包公 
徽 分 方程 在 内 的 离散 变 旺 访 法 的 数值 分 析 的 许多 算法 ， 部 有 
本 能 得 到 误差 的 界 . 从 实用 观点 出 发 ， 这 些 界 常 常 是 很 少 有 
FAR. AA RR pG BOR BIER AAS. 
在 这 种 情形 便 和 希望 用 渐 近 公式 或 者 其 至 用 与 误 凑 的 界 有 关 的 
结 朱 来 社 充 这 个 界 . 在 以 后 的 章节 中 将 有 尾 够 的 机 会 来 说 明 
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D 对 于 任何 有 呆 的 方法 邯 要 求 是 收敛 的 ,这 凡 乎 是 不 用 说 的 了 . D E 
闫 一 些 数 值 上 很 有 成 洲 的 主人 和 似 方法 .例如 含 六 埠 数 的 定 积分 的 渐 近 表 这 
ds GARR BU eh HEA BR 


* EL = 


AY ii), Gi, 和 Civ) 的 结果 可 导出 收敛 和 性， 并且 (站 的 
结果 其 实际 意义 是 很 小 的 ， 当 可 得 到 其 它 类 型 的 结果 时. 
但 是 ,型 (i) 的 结果 理论 上 的 意义 却 是 很 大 的 . 在 许多 情形 ， 
fe Es Ee a SRI TD ENA Gi) 是 可 能 的 .的 兢 ， 
A PY 30 Fe TE 2 a PBS ET AK Fe eR. 
THARE A PA SE AS A EE. TEP 
ERAI, Eue 方法 则 是 一 个 沧 当 的 例子 。 


1.2. 初 值 问题 解 的 存在 性 


在 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 基本 宴 值 问题 0-42 存在 唯一 解 
的 初等 的 构造 性 的 证 明 . 

1.2. 定理 的 陈述 。 RIVER fix. y 满足 以 下 条 
ep: 

(A) Flr) EHE a S&S rh, —octy ct +00 内 是 
确定 号 连续 的 .其 中 < Ss RR ARR 

(E) 存在 一 个 常数 工 , PRN TEM sce (4, IER 
何 二 个 数 了 和 y*, BA 

rp — fx, y*)| SL iy nat (1-3) 

我 们 将 证 明 : 

Sell. + (x+,y) WELMWRE CA ACB, BS 
12—TATWR, WMARHHEE-TRAU FETE 
pa Be ye): 

Ci) 对 于 xc lash], yOR ERA Tw: 

Cid y Gr) = flxe,9@)), TE [2,4]; 

Cii) yla) = q. 

” 简 言 之 ; 初 值 问题 O- 有 唯一 解 。 在 1.2-2 至 1.2-7 中 
将 要 给 出 的 证 本 就 是 要 证 明 用 Euler 方法 确定 的 近 人 做 解 的 某 
@ J? 4 


个 库 列 收 仑 于 函数 ys， 而 它 因 有 所 要 求 的 性 质 . 

TRS FE CB) 称 汐 Lipschitz FfF. WE fx, 9) 在 所 考 
苛 的 带 形 内 对 ”有 连续 导数 旦 有 和 界 ， 则 必然 满足 这 个 条 件 ， 
同 汐 在 这 种 情形 ,利用 中 和 值 定理 ,我 们 便 有 


fCx3y) 一 fay) 一 ot CFO — ¥*), 
其 中 了 是 在 7 与 六 之 间 的 一 个 值 . 于是 立即 得 到 (CB). 但 
E ERB Key) = jy! 所 指出 ,2 的 存在 对 (KB) 不 是 必 
去 的 ， 另 一 方面 ， 例 所 x, 9) = byl? 说 明 ERA 
分 的 . 

ABE SS, Se CB) RA mM L- ly — o* | KER 
BAM Lj — rv ex 1) 的 性 何 表 达 式 来 代替 . DE 
a > 1, PALE TEA [e.6] ARR EE. 正如 器] 
ag (se > 0) 

y = ly ltt, yl) = 1 
FHM, HA ye) 一 (1 oer fee = 2 RS E. 
WMR a < 1, RE EB Ae ee 
y = ly lt", y0) = 0 
(0 < e <1) 
RH. 除去 解 y(x) = 04), CRABS PM yw) 一 9， 
Oar S e ya = [ele — ec), x ec, He > 0 BE 

1.2-2. HMM y CIEL. RMS 

b— a 
7P 

并 且 用 +, RAR RE Re. RAPS KA 4,89) 

Euler FARRER A EFP ¥n) ETE RL BAT HE. 从而 


hy 


(p = 0,1,2,-++), (1-4) 


+ Jd + 


每 个 相继 yp(x) 可 用 步 长 折 半 的 Euler 方法 来 得 到 《网 名 
1.2}. 
为 了 解析 地 描述 函数 yptx)， 对 于 任何 x€ le, 5], 我们 
用 ”xi 表示 第 8 个 划分 中 在 * 的 左边 最 近 的 节点 (但 不 与 * 
BG), id) 
Xlp] = a + #FA,> (i-3) 
其 中 = 是 满足 
atnh, <x Sak (n + DA, (1-6) 
的 唯一 整数 . 为 避免 复杂 起 见 , 对 一 切 ps Say 一 a. 我 们 
注意 到 :对 + 一 2 


t <x Se xp) + Ay, (1-7) 
LAR p <9 
tip = Figle (1-8) 
A ASE 1S > ES | BERD A An PAK: 
Yala) 一 本 (1-93) 
Yp) 一 yol rp) E Ce 一 ate) frie Yee)» 
上 


我 们 注意 函数 yp lx) ARI le, b] 内 是 连续 的 . 

作为 实现 定理 1.1 TEM BS RAIRE: 

引 理 Li. AR FF] yp) pmo, See [av5] 是 
— EX AB ae SE Se PE y(x). 

通过 证 明 对 [a, 5] 中 的 每 — AA a, ya (pp 一 6, 1, 
2 -) 形成 一 个 Cauchy 序列 来 完成 引 理 的 证 胃 。 更 确切 地 
说 ,我 们 将 证 明 , 对 于 每 一 个 8 > 0, 在 在 一 个 正 数 P = Ple), 
使 得 对 一 切 x€[a,51, 当 pp 半 P,g 这 PH 时 ， 

[yp Cw) — 9,02) a e. (1-10) 


D REEERE TES, 


a jå + 


= Tip] *Ig) x b 
图 1.2 p= j, g = 2 PRIYE ysi 和 yale) 


根据 分 析 学 中 基本 原理 【 见 Taylor £1955], p.594, 定理 1), 
FE FETE PRR ytx)， 使 得 Hmypt%) — yo) RF xe Le, b] 


一 至 成立 . 利用 男 一 个 定理 4 见 Taylor [1955], p. 596, 定理 
Tl}, MES pa A A aR BR BE ytx) 本 身 是 连续 的 . 

在 1.2-5 h4 Hi (1-10) 的 证 有 明 。 在 1.2-3 和 1.2-4 中 导 
出 它 所 需要 的 某 些 太 助 结果 . 

1.2-3。 递 看 不 等 式 的 解 ， 并 非 仅 是 为 了 引 理 1.1 的 证 
明 , 而 且 也 为 以 后 的 需要 ,我 们 必须 处 理 满 足以 下 不 等 式 的 己 
河 煞 列 二 区 站 二 0 1 2 ): 

lEn = 4\E,] + B, Ct-11) 

Rp 4 A BES # 无 关 的 某 一 个 非 负 常数 . 于 是 我 们 希望 
有 一 个 对 I#,1 的 估计 ， 它 是 用 El 而 不 是 用 15,_ :| 来 表示 
AS. 3cPR—-MAT ALL FAH: 

WASI 12. th Een —0,1,2,°-:', KREWE 


» 15 + 


(i-11}>, BBA 


lEn] = A” |l Eo] + nB, d =l, (1-12) 


(2—=9,1,2,-°°,N). 
对 于 # 一 1，(1-12) BAF O-1LD, Mtb Rik eR RY 
的 。 候 设 对 于 < N AA, 1-12) 成 立 , 于 是 应 用 《1-11)， 
我 们 求 得 (和 如果 A = 1) 


3 A” 1 
lni <a farel + B+ 


ari f A — i 
= Atg] + (a £E +1) B 
一 artis, t Ia, 
A— 
这 就 是 把 (1.12) bas ini. mR A 一 1, 可 用 类 似 的 方 
法 来 证 明 这 个 结果 . 因此 ;上 直 归 纹 靶 推出 引 理 1.2 pear. 
在 引 理 1.2 的 许多 应 用 中 , 4 是 取 形 式 为 1 十 5 的 县 ,其 
中 是 一 个 小 的 正 数 . 于 是 我 们 可 使 用 不 等 式 
A=m=i+t+éecte C&>0), 

它 可 由 e 的 Taylor 展 式 直接 推出 ,并 把 51-122 写成 形式 


| | << e |E] 十 一 一 1 yy, (1-13) 


这 种 形式 有 了 时 使 用 起 来 要 比 (1-12) 更 为 方便 . 

为 了 得 到 用 任 瘟 步 长 上 对 初 值 问题 0-42 的 解 所 得 到 的 
值 y, 的 界 , 我 们 应 用 引 理 1.2. JEM ATER BAR O HEA 
手 , 恕 录取 二 一 4, 就 有 

lr) — Kr DLS Lyi 
从 而 得 到 |x,72| S Liy| +e. 其 中 
e— max [Kmz071。 《1i-147 


由 16 « 


Asis ESE ASK, (1-1b), 我 们 容易 求 得 
Pagal SS [Fa] + Al EEn 
<= (1 + ALD ¥,| + ġe, n= OL1,2,°°°, 
利用 ly? 一 131， 并 应 用 形式 为 41-137 的 引 理 1.2 的 结果 ， 
使 yn SAT Eno” 6 等 同 于 XL 以 太 B 等 同 于 Ac: 我们 得 到 


cr  _ i 


yal S etja] + <——— ec, 
由 于 0 Sahm tg Sb — a, 我们 求 得 估计 
[yy <= Y, wv, € [a,4], (1-15) 
其 中 常数 
Y 一 cb Pell 十 一 一 L 。 (1-16) 


BARK. Hees, Cp = 0, 1。 2:- 是 由 基 一 个 特 
PRAY A (AS SIR Cras Ya) 连 成 直线 段 组 成 的, 我们 有 

[YD] <a Y, xE [sè], (1-17) 
Y 用 相同 的 定义 。 

最 后 结论 的 意 六 在于, 它 容许 我 们 陈述 这 样 的 事实 : 即 近 
{Die yy Ce) 全 部 在 【Cry 平面 的 革 一 个 紧 致 的 【本 有 界 和 二 
BY ie A. 

1.2-4. ERM. ROA RERE Ce, FRAKES 
Aass h, y] < 安 了 所 确定 的 矩形 区 城 , 其 中 了 下 (1-167) 
确定 。 HRI CA) esy) 在 RR 内 是 连续 的 。 对 于 任何 
ë > 0, HRERNMER 

oL) = max| fry) — Hx*,y)|, (1-18) 
其 中 最 太 值 是 对 于 使 得 |x 一 x*| BY RABI Cx.) 
和 (xy 来 取 的 .我 们 称 (8) ORK Cray) EE REE RY, 


D RA DM BE ARM, “ERR APRESS f 
TERANA. 


= 了 7 « 


FHA PE MAU BD TES 
ORE TET ETE: BA 
w(8) = wf 8"), (1-19) 
WRAN ola) 具有 如 下 的 简单 性 质 . 
Ci) WÈ a > 0, f > 0, 那么 
ola + E) < wla) + olf). (1-20) 
证 ， 在 下 面 的 所 有 表达 式 中 ， 最 大 值 都 是 对 于 六 内 的 一 
GA Cray). Cx** 9) 和 (ftxzy,y) 来 取 的 ， 这 样 取 是 受到 所 指 
出 的 限制 的 .我 们 有 
oat a= | max  ， [其 xs) — flx*,¥)| 


—ax"| 
<= max {| fCe,¥)—fCr** y| + ry ry |} 


ex" eng 
ete (ae 


< mex [fCx.¥) —~ fCx**,¥)| 


二 ax | 大 xy — fCa*,¥)| 


= wla} + ofA), 
于 是 证 明了 《1.207). 
(iii) lima(3) = 0, 
证 。 如 时 结论 和 不成立, 就 存在 PRO > oo 以太 完全 属 
FRARN PAS Cessa) E Cervo), 使 得 对 于 


n = ] 2， ” 5 


ma 
\x, 一 rt| <i lfr (1-21) 
及 
[fxns ys) — frf Yn) 28. (1-22) 
AF REE BA. TE Bolzano-Weierstrass YE JE CU Taylor 
LiSSS], p. 487), EFI Cenn) 在 尺 肉 有 一 个 和 极限 点 CY), 
并 生 我 们 可 取出 一 个 子 序列 ,其 元 素 记 成 (xonis Yn Aeh, 


| 


2,- PYF Cx, y). 由 -22)， 对 每 一 个 下 标 *， 
Fanga ya PIC,» yni》 中 至 少 有 一 个 值 与 大 x，,Y) Fase 
2% 982, 这 就 与 f 在 点 Cx; VOR HA. BAT ae 
WEA Y Gi). 
Civ) AZt wt8) 对 于 5 袍 0 是 连续 的 ， 
证 . 对 于 5 一 0, 连续 性 由 (iii)》 直接 推出 对 于 5 一 0， 
3 TEASER, Se > 0 RAEN. AGH), 存在 9 这 9， 
EAF osr <6, arae AC S Gi), Min 
有 
G<wlS +r} Ey 
HAWMTO<-,< 6, BEA 
Oo) wol — r) = oF— 7 +7) 
— wolf — T) <I BE。 
综合 这 些 尖 系 式 , 推 得 
lof Ss + r) — ols), ae, irl a0, 
于 是 证 明了 在 点 5 是 连续 的 . 
1.2-5、 引 理 1.1 ie, 现在 我 们 对 任意 xe [ez 来 
{htt 
diay} — yq(x) — Ypk) (1-23) 
( 见 图 1.2)，。 其 中 总 与 9 是 二 个 非 负 整数 ,< gq. 这 个 估计 
是 通过 对 d(xign) 的 估计 来 得 到 的 . 以 下 引 理 对 这 两 个 估计 
EA AHY. 
引 理 1.3. 对 于 ec [e,4] 
(dD, S01 + Ct tea L] [eC l 
+ Ct — taps {1-24} 
其 中 
Dp 一 oh) + LMhp, M = max | 也 zy。 (1-25) 
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证 。 我 们 注意 到 ,利用 《1~9), 就 有 
VI) 一 Hotta) 一 【一 ta fC Yetta Da 
¥ 2) 一 Yeltan) 一 《一 Hf ip ¥ eC). 
以 第 一 个 方程 瓶 去 第 二 个 方程 ,我 们 求 得 
AE) 一 dg = Gt tg Tf Pete) 
一 fips ¥eCtipy I. 
在 括号 内 的 表达 和 式 可 写成 形式 
Pata Vat tte) — Faia Yu 
HFC tg YaaD 一 Fitter ¥ pC tte) 
+ ft Ved) — fp pC) > 
这 里 每 一 行 中 的 差 可 以 单独 估计 . 由 条 件 《BJ， 第 一 个 差 证 
CLL ldi AR. PAE ola 为 界 , 其 中 
& == ži] — ipl. 
PJM (1-7) #1 (1-19), 从而 它 以 o(4,) OA. M(B), B= 
Ae 32 Wy 8 SE 
EN ¥ pCa) 一 Vee > 
并 且 由 (1-9), 这 个 数 是 以 LMA MAR. TÆLLES AE 
1.3 HHR. 

我 们 和 用 31 理 1.3, W z = 7, = 4 十 vhss Dv 二 1,2,"-*, 必 ， 
HE n = ry. 在 这 种 情形 ,1 一 ag = ha 并且 由 (1-24) 推 
得 

\dCz,)| = Alas.) | + B, 
其 中 Aw14+4,L, B=—4,2,. BF FRB) 5] 1.2, W 
E, 一 dlt). 由 于 dla) 一 0, 我 们 每 到 


ixt -HL __ 
ldr) <2, EAL, (1-26) 


利用 引 理 1.3, E T" f, 求 得 
(dal << EI + Cx DLN ld Cend] + Cx tt Spe 
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由 于 | : 
1 A Ce rp L sm eft tah, 
最 后 不 等 式 可 以 放宽 为 
《均一 二 [了 下 此 一 j 


ld) | <p ere?" | aCe) | + E 


f> 
jD EE dren) 的 估计 《1-267》 结合 起 来 ,得 
ide) | =O, {eri el ost, 


L L 
或 者 ,化 简 成 


【站 一 下 了 1 


[d(x)| = 9, * 7 (1-27) 


这 便 是 关于 |e 1 所 需要 的 估计 . 

(1-27) 的 右 问 的 表达 式 不 依 御 于 gq。 由 于 利用 1.2-4 的 
fhe Gid, A p> of, Op m olh) + 4,LM > 0, RR P 
充分 大 时 , Op 就 可 以 任意 地 小 。 从 而 满足 Cauchy 准则 《1- 
10), 并 证 明了 引 理 1.1, 

1.2-6。 证明 Ya) 是 一 个 解 . 现在 我 们 再 来 证 明 极 限 函 
Ry) 是 可 微 的 且 渍 足 给 定 的 微分 方程 。 在 没有 人知 用 积分 
概念 这 个 意 尽 上 来 说 :我们 的 证 明 则 完全 是 初等 的 ， 

POC] ee EAH fe), BA p= 061,2,°°- EMH 
Hasy)s x = dy 
fCxipio yp Crp] )» g < 
PRK fp Ce) 在 每 一 个 区 闻 tips < eS xp) + 4, AH Be OR, 
FP AOI SS BS a yptx) 在 这 个 区 闻 内 的 斜率 。 我 
TIIE 

linfpo—{G@,9@)) ha at Sb — BR. (1-28) 
. 事实 上 


ip@ 一 


@ Jj >» 


gr 一 fC, 9G) = Fttp12¥ pC) -Z tip Fp!) | 
十 Hi s¥ AO). 一 Frp YEE) 
+ Fly OD — Feyra) 
EAZA EE LM hps 
[eo{ hp} + LMhplle — 1] 


AE of h,) 为 界 , 它们 不 依赖 于 : 并 且 通 过 选取 足够 大 的 p， 
可 以 使 其 任意 地 小 ， 


BUTE RAV AS BU E 
YEI YO) 一 Fr ed) 
foo x 


Wit Hp asrdek + 


Ap = Zip) 5 fips Yp = Ap/hp» 


利 | 用 (1-9), 对 于 Vp = I, A 


Vp 
¥ pC zt) 一 ¥pCxrer) — 5 {y¥pCeipi + vhp) 
vol 


一 Ypk Xip] + Cy 一 14, } 


Hp— 1 


一 hy >; FpCat 十 vhp) 


v= 


vp i 


— hp È, {fpCxre 十 rhe) — feCxip dt 
+ Boh oats). 
A RAAT 
Ifo 一 FG] <= [fC sieve ¥p€sig — Friel ¥ pW stpid) | 
十 Uf p12 poste 一 fC tipi yp fro) | 
= oC | stes — finn!) + LM |si tinl, 
RAR 
lfp xte + vhe) — frix | S wl Ap} + LM vay, 
+ 22+ 


pt 


于 是 ,利用 Sle < ia 一 > hn AB, 
v=o 


yeep) — Yria — Arf r) 


pa I 


< hp >) [eltAp) + LMA] 


ræ 


< Apol Ap) + LMA. 


& p — oo, fx Als E, A 
Xp Ky Zp) > MI Ara A msna 
iB. 
ypCeret) —> YEr), yplxipl) 一 > ¥ Cx), 
If BF C1-27), 
Fax) 一 — fCx,¥Ce}), 

我 们 再 利用 ol) PE SEC TH 51.2- 的 事实 ,因此 

iya) 一 ye — A x,y(2))| < Aol A+ LMA, 
或 者 ,以往 除 之 ， 

| x, (ed) | < oa) + Lema, 


由 于 厂 端 的 表达 式 可 以 通过 选取 充分 小 友 变 得 任意 地 小 ， 这 
就 证 明了 yO FEA FRH EHER iE esya). A fx. GD) 
的 连续 性 推 呈 y(tx) 也 存在 左 导 数 且 到 相同 的 值 ， 

yCx) 满 中 微分 方程 的 一 个 简短 但 却 不 是 初等 的 证 明 ， 蚌 
建立 在 定 积分 的 概念 上 ( 见 $3.1-5), 

1.2-7。 HESA ycr) 是 唯一 解 . LE AA T be Be 
YeD 路 敏 于 初 值 问题 了 = flr, 9), Va = n PO 
y. 但 同一 个 问题 仍 可 能 有 其 它 解 。 AT SORA 
的 证 明 , 我 们 指出 :; 如 果 rO) PI OTE RR TE 序 


= J 


列 ie 必定 收 分 于 x(x)。 这 就 证 明了 它 不 可 能 有 其 它 的 
HE, 
= (Cx) = flrs G RAR EEE. + 

Z, = max |2’Cx}|, (1-29) 


d(x) = fpl) — zx), 
HARBORS 1.2-3 RAJAR HA, 对 于 任 
mre lai], 有 

了 — Ypi) = Cz 一 to rcp Y pCi > 
I-A HER, MET 表示 在 ipn Se ZARA, E 
有 zl) 一 slp) = Op) rt)), 
从 前 一 个 关系 式 减 去 后 一 个 关系 式 并 且 揪 人 适当 的 值 ， 求 得 
dCs) 一 dC rtp) = Cr 一 tps Af tras Fete) 一 FEE, Y Cte) 

十 FEY aD 一 Prr 

+ FErz — fr,2@)) Yo 
在 括号 内 的 三 个 差 的 界 汐 of4,), L dD i 以 及 通过 再 次 
应 用 Lipschitz 条 忻 和 中 值 定理 ,办 为 上 2Z18p， 于 是 求 得 

LACA LL + Ce tL a 
+ Ct — 1p1) Op, (1-30) 
其 中 

O, = olh) + LZ Ay. (1-31) 
正如 从 《1-24) Sy 01-27) TRE, EASES Ae. A 
(1-30) 推 得 界 
PE E (1-32) 

T. 
Hi p— co 时, OF > 0, 从 而 yp(x) -> ztx)。 因 此 
| g(x} = yx), 


ld) | =O, 


u 24 » 


A ibA SEE E 1.1 的 证 朋 . 

1.2-8。 存 检定 理 的 一 些 罕 残 情形。 PBT. GR Be 
fCxo¥) RRR y, HEERE (2,8) 内 是 * 的 连续 函数 : 那 
人 么 条 件 CA) 和 (8B) 就 被 满足 。 因 此, RESET sere 
数 不 定 积分 的 窒 在 性 。 雇 上 给 出 的 证 明确 实 是 这 个 基本 定理 
的 有 将 证 明 , 因 为 它 从 未 用 到 要 分 概念 ， 

满足 条 件 的 男 一 种 情形 是 线性 微分 方程 

y = gix)y + ple), 
其 中 eA p(B [2.6] 内 的 连续 函数 -于 是 Lipschitz 
条 件 《B) 成 立 : 取 

L = Meras Lar . 

在 对 于 大 的 17 一 和 | HERA B 的 情形 下 ,例如 

x) = x +， 
有 时 仍然 可 用 以 下 灵 话 的 试验 有 可 能 断定 解 的 存在 性 . 对 于 
大 的 y 值 ， 则 可 改变 Crer 的 定义 ,如 令 flr, y) — fC, Y) 
CO 了 一 J 一 了 (yy S Y, EYE e 
wm SCR. 从 而 恒 可 应 用 存在 性 定理 如果 人 和解 Y(x) y 
E p| SY, 这 就 是 原来 给 出 的 微分 方程 的 解 . 

今后 我 们 总 是 假设 给 定 初 值 问 题 的 解 ytx) 是 存在 的 .如 
困 对 于 不 受 限 制 的 ?了 值 ，Lipschitz 条 件 不 成 立 ， 我 们 将 假设 
它 至 少 在 解 YCx) 的 一 个 邻 域内 是 成 立 的 。 在 这 种 情形 ,理论 
上 的 分 析 公 用 于 在 那个 邻 域 范围 内 . 


1.3. Euler FEHR 


13-1, UPAR. AUR E OS 指 ， 
由 问题 的 数据 可 以 直接 计算 出 的 (原则 上 ) 界 ， 而 无 需 首 先 确 
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定 近 亿 解 术 身 . 在 目前 情形 , 问题 的 煞 据 是 由 姜 数 Hey) & 
HIA ye) 担 供 的 了 所 组 成 的 . 

第 一 个 先 验 界 可 以 从 定理 1. 的 证 明 中 得 于。 如果 

Cy = yn — ¥C xy) 

表示 用 步 长 4 = h, FSA UR vy. E my th 
EAR 2 MAKRA (1-32) 和 便 导出 
etal — ] 

L 
这 里 Z, 表示 1z (x)| 的 一 个 上 界 ， 其 中 eke) AE a 
任意 一 个 解 . 由 于 现在 证 明了 唯一 性 ,我 们 就 有 x(x) 一 tx)， 
它 是 折线 也 数 y,tx) 的 极限 每 一 个 y(tx) 保 留 在 1.2-4 中 规 
Te RAGE Kiel RIN; 从 而 对 于 极限 函数 Ce) RE th E a 


H. A y Ge = Hey GD), 所 以 常数 Z 可 用 对 来 代替 :其 
ef 


len | <= [oC Ay) 十 ALZ] 3 fr [a,b], 


M = (max, lfCa¥) I, (1-33) 


其 次 , RPA (1-32) (CHER A = A, KERRAT, Sei PETE 
AAS eR A > 0 部 适用 。 MRR [eA — 1107" H 
xa 一 # HAS BAM TAA Lipschitz 常数 。 所 得 到 的 信 
计 也 是 正确 的 . 由 十 常常 出 现 指数 表达 式 及 当 工 一 0 时 它 的 
极限 形式 , 所 以 方便 的 办 话 是 , STR ae ORL SO, 


we M BRB 
上 ZL L>o, 
ECE) = t- 
X, L = 6, 
这 个 函数 将 看 成 Lipschitz pA RK, 
于 是 所 得 结果 可 陈述 如 下 : 


EPR 1.2. WR fe, y) 满足 定 埋 1.1 的 条 件 , 那么 用 ~- 
TERR $ > 0, Euer 方法 确定 的 近似 值 Ya 的 误差 cn W 


a JQ » 


足 
len| < Lolk) 十 力也 ME IELCe, — a), x€ 1a,6], 
(1-34) 
其 中 oCh) AIM 53 BRE (1-18) Æ (1-33) 确定 的 . 

F (1-34) SRRLE RAS NAA eee 
(HEAR oC). DRC AER A Se — Se PAR 
得 到 更 明确 的 结果 . 

定理 1.3。 SHR fr.) HERE CB), 又 令 初 值 问题 
HERE y(x) 在 lesb] 内 是 二 次 连续 可 徽 。 如 果 


N(x) = + max |y” (1-35) 
2 » €fsz] 
PBA Eue AKIRE 
le,| <ANC2,ELCxr, — a). (1-36) 


ERARA Tt (PA BE O_O 9 BR BS 
定理 来 说 是 其 有 典型 性 的 。 RTS LSE eB 
企 在 定理 的 简单 证 明 ， 它 对 于 更 为 复杂 的 情形 来 说 也 是 典 型 
的 . 


TRIE 
Ving — Ym E AFC Em Vm, m = 0,1,2,+++2 — 1, 
利用 Taylor 262% Cll Taylor [1955], p. 112, FREI), 4 
于 准确 解 ,有 


Vam) — prm) EAC Vem) + > Ay" CE), 


其 中 Fl 
相 减 后 , 求 得 误差 on 一 yw 一 Ilem): 
Omar em ALC Ym) — fem y Cem) 一 > Ry CE). 
取 绝 对 值 , 便 得 到 


a P7 » 


| em 和 < | Em | 十 Alf Crm yn) ~~ fl xy yr | 
+ = iy), (1-37) 


FAS CB) AT ai Bh. aR 
fxm Pn) — Fam (xm E E Pa Cen) = Lem. 

对 于 ten E sw M NGO 来 估计 第 三 项 ,得 到 的 few! 的 措 
可 写成 

lemme: | S Aleni +B, m = 0,1,2,.** ,nO—, (1-38) 
其 中 

A=1+AL, B='NCr,). 

在 这 里 要 应用 引 理 1.2。 利 用 e 一 0 CC MIRE), BS 


| es | <=. B + = < ANC xp) Er rn 一 a), 


这 便 是 所 需要 的 结果 。 

剩 下 的 是 估计 Nt{x) 的 问题 . 因为 近似 的 解 是 未 知 的 ， 
定义 (1-35) 当然 不 能 使 用 。 但 是 ,假设 fro) EER RA 
有 连续 的 一 阶 信 导数 :我 和 们 便 可 以 微分 恒等式 - 

yC) = flr, yle) 
求 得 
V Cr) == feks y Y 十 falan y C Ce) 
= Fles y D + Fly Caa yaY, 
A ut, 
2N Ce) << mex, lf. + fof |. 

我 们 用 与 定理 1.3 类 羽 而 在 稍 许 放 宽 的 条 件 下 是 正确 的 
结果 来 结束 这 一 节 . 

定理 14. 令 y(x) 和 N(x) 如 定理 1.3 中 所 定义 的 ,区 全 
所 xy) PERL. © fy.) HE 

yo = > (1-39) 
+ J8 œ 


Pati = Yn P Af tas Yn) + ORC, n= 0,1,2,°°° 
MERA. SC PON. 并且 9, 是 每 步 都 可 以 不 
同 但 总 是 满足 Aal < 1 RoR. BBA 
ly, yx < AN Crn) H CJE rn — aj, (1-40) 
定理 1.4 的 要 点 在 于 指出 ， 即 使 递 推 关系 式 【《1-17 不 是 
准确 地 满足 , 如 果 《1-12 和 (1-39) 之 间 相 差 不 很 大 ; 值 ya TS 
TARE Cra). BAB OVC 看 成 合 人 误差 、 虽 然 在 以 
后 定理 1.4 的 应 用 中 它们 省 意 有 所 不 问 . 
定理 1.4 的 证 明 慷 可 使 用 与 定理 1.3 的 证 明 相 同 的 方 祷 . 
RE (1-37), 我们 得 到 l 
lemsi) SS lem] ALPE Xoo Ymd — Fem VEn 


+ PIO + RE, (1-41) 


这 是 因为 在 (1-397 OZER BP 加 项 。 利用 Lipschitz #%& 
性 ,我 们 把 (1-41) 写成 形式 (1-38), Eth 40i, 但 8 现在 
AIA WN Cx, 十 C。 象 上 面 一 桩 来 完成 这 个 证 明 ， 我 们 恒 得 
(l-40), 

1.3-2, 数值 例子 。 估计 工 (1-36) HHF S a RE 
估计 是 很 典型 的 。 EHP A 整除 x 一 a 的 而 定点 * 上 的 误 
差 表 明 . RR e 重 与 无 美的 表达 式 冬 以 钾 的 塞 ( 这 电力 
一 次 窒 ) 汐 界 . EE, VSR BRS. RA FURS 
象 (1-36) 所 指出 的 那样 天。 | 

作为 一 个 例子 ,我 们 考察 在 初 值 条 件 yO 一 1 下， 二 个 
微分 方程 

yom ys (1-42) 
yom 一 》 (1-43) 
的 数 值 解 . 显然 走 解 为 yy 一 上 和 7 一。 *。 我 们 把 真实 误 
2 seh (1-36) 给 出 的 界 相 比 较 。 对 这 二 个 方程 , 工 一 1. 我 


-= 29 + 


们 对 理论 上 的 界 是 清楚 的 ， 并 且 可 由 真 解 确定 出 N， 由 于 二 
阶 导数 分 别 为 <* 和 。-*, 我们 有 


对 (了 -427， 
、 2N (x) = e"; 
对 1-43}, 
2N Cx) = 1, 
因此 误差 分 别 是 以 表达 式 
1 Ce — — 
本 fF C 1), (1 44) 
1 rw | _ 
AC 1) (1-45) 


AVR. W 12a 和 1.2b 中 对 这 些 理 论 误差 界 与 嘉 正 误差 进行 
了 比较 。 在 这 两 个 计算 中 取 了 充分 多 的 位 数 ， 使 得 在 才 中 给 
出 数字 其 结果 都 是 准确 的 . 


这 些 结 果 朋 确 地 指出 , 在 所 考 虚 的 两 个 情形 ， 界 (1-36) 
并 未 给 出 真实 的 结果 。 如 果 要 确定 ce” 使 解 (1-43) 的 误差 


= aCe? —1)<10°, 


Rp A s 1/73707. EERE, 4 = 1/64 WERT. 如 表 1.2b 所 


在 导出 异 《1-457 中 ,我 们 利用 了 给 定 方 程 的 准确 解 的 知 
识 。 在 更 现实 情形 ,其 准确 解 并 不 知道 ,可 以 预料 到 理论 上 的 


表 1.2a Ae z‘, 用 Euler AEM» = y ya) 二 1 的 积分 


(he RC 1-44) 


0.03649 中 36882 27.862 18) 170.9223 


+ 3g + 


1.2 上 一 2 用 Euer 方法 对 ?7 = —y, e = 1 FOR 


Ye 


ea 
误差 界 !&1-433 


界 会 给 出 更 差 的 结果 .因此 很 清楚 地 表 朋 需要 求 得 更 现实 的 
截断 误差 估计 .。 

1.3-3。 误差 的 一 个 后 验 界 . 现在 我 们 导出 一 个 结果 ， 
它 不 是 说 明 想 得 到 Euler HRB RASA. MBH 
误差 真正 有 多 大 (近似 地 》}。 后 面 对 更 加 精确 的 方法 也 给 出 状 
ALL AT A ER 

不 等 式 (1-36) 可 以 说 明 ， 当 上 ->0，xs = a + nh AS 
Ky}, 2 4 )e,.| 是 有 过 的 。 让 我 们 来 看 看 对 特殊 问题 

y = —y, C0) 一 上 

的 值 Ate, RLS 给 出 对 x 一 1 取 步 长 A 一 2 *, km 1, 
2,°° 计算 出 的 Yno en BAe, HIT. 

从 这 个 毒 看 出 ， 数 站 :ee 不仅 是 有 界 的 ,而 及 还 趋 何 一 个 


MS 1.3 

k= hog, | ya en | ey 
3 0.25000 — 0.117879 — 0.235758 
2 1 0.316406 —~ 0.051473 — 6.205893 
3 0.343509 — 0.024270 — 0.194154 
4 0.356074 -0.011805 | — 0.188345 
5 0.362055 — 0.005824 — 0.186373 
6 0.364987 — 0.002892 — 0.185147 
7 0.366438 —0. 001441 — 0.184540 
g 0.367150 0.000719 —0.184239 
20 l 6.367879 | 

a i, 


确定 的 和 极限。 我 们 应 当 指 出 ,不 仅 对 生前 的 特殊 情形 ,而 且 用 
Eder 方法 对 和 任何 微分 方程 的 近似 解 都 确实 如 此 ， TEAR - 


形 , 这 个 极限 将 证 明 为 一 = e™ = — 0.183940. 
我 们 假设 函数 rsy) 不 仅 满足 条 性 CA》 和 {B), MAE 


区 域 R CUE 1.2-4) 内 还 有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导 数 。 在 这 些 假 
iT FERRE yO) 的 三 阶 导 数 ， 人 


Yta) = TEF ) 十 AfCxys¥Crs)) 十 L Ry’ LET. 
T pze 


其 中 rg S E S raa 从 近似 值 所 满足 的 对 应 关系 式 
yat 一 Ya 十 Re Yn) 
减 去 这 个 关系 式 , 我 们 得 到 [其 中 y, = yCx,) 十 ew] 
Eny T er 十 en) + er) 一 fxn, Veg) 


-5 Ky Can) 一 z L Ry). C1-46) 
利用 Tayior 公式 ， TiS PRUE ES RET TEX 
Ay Cras ¥en + 一 > by ea" Jer, 
其 中 y* 是 yrs) 和 7y。 之 间 的 一 Mi. FRA A BRL 
关系 式 , 并 351 和信 量 
#, = A lepa 
称 它 为 伸 纵 误差 。 利用 前 面 的 结果 ,伸缩 误差 是 以 常数 
| Ci = NE, lb — a) 
为 界 。 A 1-46) 可 写成 形式 
nt, = F x x E, — Lyx Ty 
Cat a bah Wa n» nd n 2 ¥ £ »»| + Aras 


(1-47) 


+ 37 = 


其 中 
PN = IEH & Cs 
C: AAE, EA 
l plr) = f Cray lr). 
我 们 将 C1-47》 看 成 把 Euer 方法 应 用 于 函数 elx) 的 一 个 新 
微分 方程 
eCa) = gladel) 一 Ty Cx) (1-48) 


求解 的 结果 ， 而 在 每 一 步 上 取 不 超过 HC, 的 一 个 附加 误差 。 
AM eo = 0, Mi 汶 零 。 对 这 个 方程 我 们 可 应 用 定理 1.4， 
使 有 以 下 结论 ， 
定理 1.5.。 令 函 数 了 (x,y) 在 区 域内 ( 见 1.2-4) 有 连续 
的 一 阶 和 二 阶 叶 数 ， 则 对 yy 一 fC y yE |= n RE vO) 
的 Euler 近似 误差 e, 可 写成 形式 
Ca = helx,} + OCR, (1-49) 
其 中 eC) 是 
e CEY = fy Cr, y (2) els) 一 = yz) 〔1-50) 
的 解 , 晶 满足 eCa) = 0。 更 为 确切 地 说 ， 


7 ea — elen) SACs Enan — a), (1-51) 


其 中 


C= + max le" GOl + Cas 
2 akeab 


L, == max hrl 
常数 C3 的 卉 可 用 入 x,》) 的 导数 的 界 来 表示 OLEA Ria 
7). 由 (1-50) GER BR etx) PRK TH HBAS (a (RS A 


a $4 a 


mK. 


13-4, AM. BADR SEMI TAS ENA 
L5 的 结果 .在 第 - -个 例子 中 ,yy =», BG) — e, Min 


fsx ya) 一 1, ym e%, 
rt*) 的 方程 是 


cz) = elr) — > et, e= 0, 
其 解 为 
etre) = — Dret, 
于 是 定理 1.5 给 出 
Pa = 一 地 x,e7h 十 OCA"). 


在 第 二 个 例 中 ,yy 一 一， REHM ytx) 一 e AE 
fhir yin = l, Ye. 
TSA 2 BAe E 
e'O = — elr) 一 De, eC0) = 0, 
内 而 给 出 
elx) 一 -一 xc (1-52) 
FFA ae B15, 有 
2, 一 一 = xe sh + OCD. C1-53) 
特别 是 ,对 于 re = l1, 2 = /$8， 


. ~ 1 _ 
må le, = — —e? 
k~n 


这 与 表 1.3 AE — BERRY. 
ER 1.4 中 ,我 们 对 于 六 一 一》 把 对 应 于 一 1/64 的 真 


= 34 + 


> 


SIRS e 与 (1-52) 所 给 出 的 值 #e(x,》 相 比较 , BIL BK 
数 etx) 很 精确 地 反映 出 真实 误差 的 竹 态 . 

当然 , 存 实际 问题 中 , 真 解 是 不 知道 的 ,并 且 丙 数 ee Cx) iE, 
Re Bie. 但 是 .以 后 我 们 将 看 到 ， 尽 管 那样 ， 还 存在 确定 
ctx) 的 实用 方法 并 且 能 更 好 地 使 用 类 似 于 (1-49) 的 公式 . 


81.4 真实 误 末 与 用 伸缩 误 装 函数 计算 的 误 朴 相 比 较 


—O.0002761 
—0.000263 


—0.001165 | — 0.000570 
— 0.001167 | — 0.000572 


— 0.002120 
— 0.002114 


he(xy, | — 0.002874 


即使 在 e(x) 是 未 知 的 情形 ， 只 要 (1-497 成 立 也 是 有 用 
的 .我 们 不 使 用 通常 的 记号 ， 而 用 ve, A) RRS RH A 
《必须 能 整除 * — a) 在 点 x* 上 所 得 到 的 近似 解 ,因而 
¥Cx,4) = ¥Vix—adine 
从 三 关系 式 (1-49) 可 写成 
YEr h) = VOE) 十 hel + OCF), (1-54) 
WRA PAP AIS A. Ee ih 4 A ga, TPE yA), 其 


has > 成 比例 ,那么 我 们 从 二 个 关系 式 (1-54) 及 


yx, qh) 一 Y) + ghela) + OCC gh)’), 
可 消去 未 知 值 eC), .由 于 OC) + OCCA) 一 OC), th 
果 是 

ye) 一 HE AE 二 DC。 (1-55) 
在 《1-55) 中 的 项 OC) 当然 仅 在 极 少 的 情形 才 为 零 ( 甚 至 对 
我 们 所 考察 的 例 y 一 ty 也 不 为 零 )、 然 而 ,如 果 上 其 小 ,由 
C1-55) 中 格 去 OCA*) 而 得 天 的 值 却 明显 地 要 化 y(x, AD RR 
yCrshq) 为 好 . 我 们 用 表 1.5 来 说 明 这 一 点 , 表 1.5 是 对 表 13 


e t5 


给 出 的 值 y, 应 用 C1-55) 而 得 到 的 。 最 后 两 个 的 值 总 是 可 必 
使 用 的 [4 一 2}. 

上 述 外 锥 方法 为 L. F. Richardson 首次 广泛 地 使 用， 并 
且 季 称 之 为 “延迟 趋向 于 极限 ”。 形 象 地 说 ,我 们 称 它 外 推 至 
h 一 0 或 简称 -外 推 ， 这 个 思想 出 现在 数值 分 析 许 多 其 它 分 
zp, 当 依 赖 于 一 个 参数 的 数值 方法 中 的 误差 有 简单 的 渐 近 
性 态 时 , 便 可 应 用 这 个 方法 . 

21.5 BRAT 


* ¥C1 527%) oe it fi 
4 0.356074 

5 1.362055 0.368036 
6 0.364987 0.367919 
7 0.366438 0.367889 
8 1. 367160 0. 367882 


0.367879 


1.4. Euler FEDEA R 


14-l, AREARE., 除了 参与 计算 的 所 有 参数 都 是 
有 有理数 并 且 全 部 使 用 有 理 运 算 这 种 不 太 可 能 的 情形 和 外，。 定 闵 
Eua 方法 的 关系 式 CU- SRE HRM, ANAS 
MRE. HARRARI AME, AAUP RRNA E 
成 立 。 AT RIX MMCa EEA RL, MABE 
H ANA TAHE Pe eB SEAR RIE. 

除 男 作 申 明和 外 ， 我 们 将 假设 所 有 算术 运算 都 是 按 定 点 运 
算 及 完成 的 ， 从 而 在 计算 中 进行 的 所 有 数 都 其 机 器 可 处 理 的 
ENERE ES, He 表示 这 个 数 ， 并 称 为 机 器 的 基本 


« 4 + 


单位 如 时 * 是 闻 于 机 器 范围 内 的 任意 一 个 数 ， 都 从 用 
AaB IETS A ARLES A RANA <BR ARB AIR 
ti 


|x — x*| <u, 


总 是 假设 步 长 和 初 值 点 a 都 是 准确 的 机 器 数 , 即 是 A* =A, 
4 ”一 ce。 这 就 是 说 ,点 xz 者 可 准确 地 计算 .为 了 简化 ,我 们 
还 假设 3 = yo 里 然 这 个 假设 不 是 实 大 的 . 
和 三 这 些 假 设 下 ;用 以 下 关系 式 来 表示 真实 计算 出 和 鸭 值 3,: 
Yo = Yos 
Pati = Fn CAR tns Yn) > n = 0,1,2,---, (1-56) 
这 里 Pr, ia) 表示 flensa) 的 一 个 近似 值 。 E, f = f"; 
f 但 是 我 们 必须 多 许 这 种 可 能 性 : 即 不 能 十 分 精确 计算 出 兰 数 
Cry) 例如 因为 在 计算 中 常 种 有 伟人 误差 的 累积 ， 或 者 因为 
SE FN ig GRAS SP. 
(1-56) 的 第 二 个 方程 不 恒 寸 做 分 析 工 作 ; 因此 我 们 用 以 
FARAGE: 
Far = Fa + Af(xas¥n) + Erti» (1-57) 
由 这 个 方程 所 确定 的 量 ean 称 为 局 部 舍 人 误差 。 于 是 
Eman = CAFC Kn Fa DY" — Bf Cra Vo) 
为 了 估计 Enn 的 大 小 , 令 
Ept — Ane 十 Patis 
其 中 
mapi = (Afrar Yad)" — A ran) 
Paar 一 ALF Cens Fa) — Hrs Po)], 
E ra RASILA IZ, CHHABRA SAS EM, 并 且 可 以 


1} A 1LBM704, 709 和 7090 8, REA AR A u = 2-77, 


= 37 s 


ie = u — PERK. B pnn 称 为 固有 误差 , 它 是 由 对 函数 Fie 


的 不 精确 性 所 引起 的 。 到 使 这 个 不 精确 性 为 最 低 限 麻 的 有 效 
数字 中 的 几 个 单位 ， 而 固有 误差 的 阶 却 为 hw, 于 是 在 所 考 虚 
BTA FEE SAT has, 
14-2, E REAREA. fe 14 PF 
分 中 ,在 
les] Se, 站 一 1 2。。 {1-58} 
ASEA RE TF’ R e EARO” RIEG RAHI ARS 
ATA fa = Fe — Ya IR. 如 果 只 出 现 引 人 误 禾 那么 可 


取 。 为 二 x。 在 存在 固有 误差 时 ,这 个 界 还 是 相当 精确 的 , 因 


汐 ff 的 任何 误差 的 影响 用 小 的 数 # 相 乘 后 就 大 大 地 减弱 ， 现 
和 在 我 们 使 用 证 明定 理 1.3 的 类 似 方 式 来 进行 分 析 .。 从 (1-57) 
减 去 差分 方程 的 精确 和 解 y, 满足 的 对 应 甘 系 起 ,并 令 
rm = Ya — Vad 
得 到 
ro = Ü, 
rea = ry Brn Fa) 一 其 ze] 十 Ento 
z = O,1,2,+°+, 
利用 Lipschitz 条 件 以 及 《1-58)， 从 而 导出 
iranl < C1 + AL)|rol FE, n = O1,°°°, 
用 引 理 1.2 可 以 求解 这 个 递 推 关系 式 。 我 们 把 这 个 结果 陈述 
ALLY SE: 
定理 1.6. mR fersy) 满足 条 件 (B7， 并 且 局 部 舍 人 误 
差 满 足 (1-58)，, 那么 从 准确 值 开 始 的 Eue 方法 的 累积 舍 人 人 
误差 r, 服从 
[ral = 4 Eile, -- a), n= 0,], +, (1-59) 


+ JÄ © 


W © 是 半 个 基本 单位 , (1-59) RH FEX, FE GR 
积 舍 人 误差 至 多 是 基本 单位 的 《28J) '°E Cx, 一 4) 和信。 对 于 
L = 0, 这 个 表达 式 化 成 C21)!(xs 一 a) 一 ae 这 个 结 杂 
容许 有 一 个 简单 解释 : LORE fr, SraexX FA 
Eue 方法 于 方程 
y = EDP yia) = 7 

的 解 , 便 形成 和 >) 好 (xm 并 且 售 人 误差 显然 是 以 基本 单位 
的 > oo. 

对 于 初 值 问题 7 = y, x0) = 1, § L=1, FAL 

的 结果 给 出 
[ral = 53 Cera -= 1). 
FEl. Xi F A= 105, s = 1000, 我 们 求 得 
| + sono | <u -10Ce — 1) = 859%, 
wy 一 一 y 仍 得 相同 的 结果 , 因为 在 这 种 情形 下 ， 我 们 也 
A L=], 

14-3, X REAT EERE AERA, ST 
BOR Ze EE, IRIE yC CEDE E ah, 
BS SISA. fe RES, ROSSA 
ARO +. 依赖 于 局 部 铭 八 误差 的 -一 个 公式 、 汶 了 不 立即 对 村 
太 多 的 困难 ,在 本 介 我 们 仅 考 察 线 姓 方 程 ? 


y = glx)y + plr), (1-60) 
这 里 假设 g(x? 与 pe) 在 区 闻 lab] 内 是 连续 的 。 对 于 这 种 


D 在 第 二 章 中 讨论 一 般 徽 分 方程 ， 


+ 39 > 


情形 ,理论 上 的 近似 为 
Fasi 一 Ya Ale lean 十 疡 (xn)]; {1-61} 
数值 近似 Fa WAJE 
Fari = Fa + ALLELE) Yn + Plan] + Enpi (1-62) 
以 《1-627 BRA (1-61), RIB RASA r, 的 关系 式 
Pati = rp T glx) 1 Engle (1-63) 
我 们 把 最 后 的 关系 式 看 成 是 变量 +, 的 差分 方程 , 并 在 初始 条 
性 ”一 0 下 求解 . 我 们 寻求 这 个 方程 具有 如 下 形式 的 解 : 


rr = Y) damEm» (1-64) 
W= 于 


GERE ”对 所 有 前 面 的 局 部 舍 人 误差 s* KE. 为 确 
定常 数 damo A (1-63): 


atl 


人 > dormEm = > ym 十 Ag(x,) > damm + Egi» 
m=i 


mo 4 i=l 


不 论 单 个 舍 人 误差 sw 加 何 , 都 必须 满足 这 个 关系 式 . 比较 两 
边 Emm = 1,2,-++ sn) FRM, RISE 
datim = dam 十 Ag Xn Yd n,m 


Cn = ,lsm = 1,2,-++,n). {1-65a} 
比较 Sen 的 系数 ,结果 是 
Joyner = l Ca = 0,1,°°°), C1-65b) 


反之 ,如 果 系 数 dam A C1-65) PIRE, IFA ra 29 (1-64) 所 
确定 ,那么 容易 看 出 ,， >” We (1-63). 
让 我 们 对 方程 六 一 y 应 用 这 个 结果 。 在 这 种 情形 ， 
giv) el, 
并 求 得 {1-55) 的 解 为 
dam m CL AYO (Cn Sm), 
从 而 


+ 47] + 


ra = SL E A) Eme 


m 1 


一 船 地 ,方程 组 (1-65) KARO. ARR ERA 
条 性 下 ,我 们 能 得 到 x; 的 一 个 显示 表达 式 。 Æ (1-65a) 中 的 
FIR RARE, BA RMT ss, 我 们 让 出 这 个 方程 可 看 成 是 
Sf AS EA dG 的 微分 方程 
dalr) = gle d,,Cr} (1-G6a) 
Bi FA Eue WREATHS. KR C1-65b) BHR KDA eK 
性 
dml xm) = 1, (1-66b) 
这 个 初 值 问题 可 以 显 式 地 求解 。 令 
Ge) = | ga, 
则 其 解 为 
dC) = eD, (1-67) 
利用 定理 1.3, Æ dpm 5 daken) ZEST Ch, 其 中 C 是 
不 依赖 于 #4,# 或 次 的 一 个 常数 .二 是 
(dnm 一 *3P[GCx,) 一 Gtm) l| CA, 
a2, “7, = 6, 
#4 1-64) 中 的 du Mi d(x), 并 吾 佑 计 所 等 及 到 的 误差 ， 
我 们 求 得 


ra = > exp | G(x,) — GCxm)] Bm 


-F BAC Sen, (1-68) 


其 中 -1<@<.1. WERHEZ RECM, BARKPAB 
表明 了 局 部 误差 ¢, HERHAAL RREA RE ra 的 影响 
fe BAR. 4 BIR Girs) 一 Glx,,) > 6, 即 是 ,如 果 


+ å} a 


7 gind > 0. 
1.4-4。 一 全 改进 的 界 . 在 假设 
liem| Se Cm = 1,2,...Y (1-69) 


下 ,为 得 到 对 rs! 的 一 个 改进 的 界 ， 方 程 C1-64) 是 有 用 的 . 
fi (1-650) 写成 形式 


datim = C1 + he xn) dams 


我 们 立即 看 出 ， 由 于 dm ~ l, 所 有 系数 d a,m WDE. wE 
À < hos 其 中 
oO, MR g(x) > O, x€ [a,6]; 
ho =] min (=g), HG. 


xe re ia. 


于 是 ,如 果 (1-69) EH AA < ho, 
lrel < s > dyme 
XT FAS ABAR RAR ANAL, S 
Ma = À > dn sine (1-70) 
AJA (1-65), 我 们 求 得 
man — m=} e 了 -5 an] 


= 办 (4 addline + > (dnt, mo dam) ) 


== $ (1 -+ 5 glx, Jay 
wes 卫 


=z Afi 十 s(x) mn ]. 
于 是 
Mey, =m, 十 下 [gr + 1), 
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PIR, mo = 0. A| HEHE 1.3, i 


Ma 一 m{x,) H OCh lO < 1)， CH-71) 
HH AR me Cr) 是 初 值 问题 
m (ZJ 一 glx)m(x) + I, (1-72) 
ma) = 0 


的 解 , 并 且 C 是 仅 依 束 于 所 给 定 的 逢 分 方程 的 一 个 常数 .于 是 
我 们 证 明了 : 

E 1.7. 如 果 用 Euler HARA (1-60) RMS A 
RAM (1-69), FAA <A, BARRIERA DE 


TA < mls) + OWD} (1-73) 


其 中 mC) 由 (1-72) 确定 . 
对 于 问题 y = y, YOD 一 1, RITERITE mle) 一 et h, 


假设 s 一 => WEA 
Irel <= [Cote — 1) + OC4)1. 
WERE OCA) TR, SP A— 107, x, = 1, 从 而 导出 
| ri1000 | < =- 1e — 1) = 859%, 


SHR LH eS 1.6 RA. 
S3—F i. 加 果 求 解 的 初 值 问题 基 y = —y, y = 1, 
我 们 有 me) = 1 一 ee", FERS LMA RE. A 


Í Fio | <> Ho 10°C1 -一 2 一 1 — 326n, 


AH LECA HRE PR, AERA 2, 值 时 , 这 个 差别 
gt SS i we. 
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1.5。 随 机 变量 


上 面 络 测 的 累积 舍 人 误差 异 是 在 这 社保 守 的 假设 下 导出 
的 , 即 所 有 舍 人 人 误差 为 园 定 符号 且 取 最 大 值 ,从 而 有 系统 地 相 
EA. REP SERRA OER, BRB Lea 
能 的 ,而 在 实际 上 是 绝 不 可 能 发 生 的 。. 界 (1~73) 尽管 理论 上 
“ 量 好 可 能 ”， 但 它 却 大 天 地 超过 真实 的 误差 . Ames 
一 方面 对 侈 人 误差 进行 合计 ， 就 是 关于 合作 误差 用 平均 或 
“正常 ”增长 来 挫 述 。 把 局 部 舍 入 误差 看 成 随机 谈 量 侄 可 得 到 
TREAT. 

并 不 认 沟 读者 具有 随机 变量 的 任何 知识 。 RHETT 
MAZI@AIRAZEH, RATS CNA -BRAA 
TAY. 

15-1, REEDE, A. 在 未 作 进 一 步 介 绍 
AU. Aids § 表示 随和 变量 , 它 是 在 一 致 的 条 件 下 进行 重复 多 
CRU SLR RRR. RPE TIT. R 
假设 SEEDER. 很 据 我 们 的 目的 ， 如 下 定 多 这 个 
Pemey. 令 任 意 一 个 区 间 了 是 给 定 的 ,并 且 进 行 N 次 试 
BHAN ARIUS N 是 试验 绩 果 为 三 的 次 数 , 而 二 是 属于 
了 的 一 个 数 ， 如 果 


lim A! = PCE € I) (1-74) 


fete, MARCA SBT TRS. SNE PT RA FT 
BER FEE» BB AR RE Bt # 具有 概率 分 布 . 


D 这 里 提出 的 理论 只 是 些 概 葡 - 对 它 政 为 详细 的 论述 ,读者 可 和 做 位 标 谁 教 
fe. Him MASHED Hoel [1954], Feller [1957]; Cramér [1946] 太 
Loéve [1955]. 
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.对 于 形 如 4 ox 2 AWE 1， 概 认 P(E EIY Bp A ee > 
SBMS Ra. MRI 


F(x) = P(E <x), (1-75) 
那么 显然 有 
Pla i E Sb) = PE Bb) — PCE = a) 
一 Flb) -- Fla), 


peak FG) ROSE Sa Ae. BERENE, Fe) 
Fe — PAR RRS. TEAS FE Se, TR OR A] 19,04. 
ENR fa PAR F Cx) EEH OR BE FE BE ER ABA eS 
煞 ple) 一 F(xw) ARAL EAA bw OR. OBA, 
由 于 
lim F(x + Ax) — Fix) 
dx ‘ Ay 
所 以 二 位 于 x Al x + Sx 之 间 的 和 概率 近似 地 为 plar. 而 
A, ae tim FC) = 0, HBA 


= p(*) + 


PE < x) = FG) = | a 


一 (PO, (1-76a) 

EiS BZ FC A mA a T O MME E RR BR 

元 限 多 个 ) 高 散 信 xy = 0,1,2,0. SPL E ERAY 

xz 的 概率 ， 那 么 分 布 隙 数 在 任何 两 个 相信 点 x, SME, 
7: AER r, ARR AF, =P. ins x 的 概率 为 

PCE Sr) = DS) AFL Da 《I-76b) 


Fr E 
ROR RAL Sticltjes 积分 记号 ,那么 (1-76a) 和 (1-76b) 都 可 统 
一 为 一 个 公式 
D 这些 值 与 上 面 讨论 的 节 民 无 英 。 


b AF + 


PCE Sx) 一 | dF(x), (1-76) 


FAT ZEA 45 P19 MU TAY Z Bh aS HS DD Fo R 
数 。 对 于 我 们 的 问题 不 论 采 用 由 (1-76a) R (1-766) 来 规定 
(1-76) 都 是 可 以 的 . 

Bl. Co) Bik E AREAN Eest] 内 的 值 ,并 且 假 设 在 这 个 
区 疝 内 所 有 的 值 都 有 椒 等 的 概率 ,那么 分 布 函数 为 


0 x a, 
F(x) = = 一 和， 上， 
b -— ea 
l, E < r, 
Me A Le ST SOS le FI 内 为 定 值 
1 
P >a’ 


iA FFE RU 4 TB PR AS FS 3 tC LS 1.3). 
Cb) 离散 分 布 的 -A Tei ALA A Pe BP HO 
F(z) pix) 


« 46 + 


数 。 这 里 5 仅 取 6 个 值 x 一 2， 7 一 1，2，…6 中 的 一 个 . 


对 于 一 个 理想 能 和子 , P, 一 =. 分 布 函数 如 图 1.4 所 表示 的 图 


形 . 在 这 种 情形 ,概率 密度 不 存在 。 BE, WE p, 可 以 用 在 
点 xy 的 翡 直线 段 长 为 py 的 图 形 来 表示 ( 见 图 1.5). 

1.5-2。 随 机 变量 的 均值 与 方 凑 .、 可 能 有 多 种 类 型 的 分 
布 隙 数 ;在 右 端 连续 并 且 满 足 FC 一) 一 0 和 F(50) 一 1 的 
每 一 个 非 减 沙 数 F(x) 都 可 定义 为 某 一 个 随机 变量 的 分 布 帝 
数 。 然 而 ,在 许多 实际 间 题 中 ,只 用 两 个 参数 便 足 以 岩 征 出 分 
布 函数 :这 两 个 参数 称 为 分 布 的 均值 与 方差 。 

BE PL2 Pe RETIN RR BAO RS 
N 一 oo 时 的 极限 ， 于 是 ,如 果 S 是 第 次 试验 的 结 黑 , OPA 


n = dim È (8, + Byte Ew) (1-77) 
我 们 希望 把 上 & Ast fe PAPER HAERE TANA 
形 , 作 如 下 的 讨论 。 如 果 i Mid ro 便 把 它 放 在 B, BA, 对 
FAN fi, 根据 概率 的 定 羡 、 每 一 个 B, ARRAS, 
Eas" En APRA N Çp. + 8.) > 其 中 6, 0, 当 N — œ 时 。 
ATP E 只 在 一 个 盒 内 :对 所 有 盒 内 的 基 值 求 和 ,我 们 有 

SG + $: +>- 十 Ex) = >> tC py, + by). 
于 蚌 , 令 NN 一 > 0%， 
BD) tpn (1-78a) 
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在 连续 分 布 的 情形 ,采用 糯 似 但 更 为 畏 傅 的 论证 ,我 们 求 得 


u = | xplx)dx, (1-78b) 
(1-78a) 55 (1-78b) 可 统一 成 方程 
p — 1 zd F(x). (1-78) 


Se tH FTAA Re PERO ADEE 0 ISL RE SL 
通常 我 们 令 
= ECE), 

3¢ AOR ECE) 鸭 随 入 变量 三 的 期 望 值 . SI LS Re 
容易 求 得 ,对 (a), EC) — + Ca + b); Hb), BG) = 2, 

如 果 扣 是 任意 的 随机 变量 ， 并 且 f(x) 是 * 的 任意 函数 ， 
那么 (CE) 仍 是 随机 变量 。 如 果 它 的 期 望 值 是 存在 的 , 我 们 利 
FATE E = r OREI SCOH AWARE r (AeA, MS Sit 
期 望 值 。， 于 是 ,在 离散 情形 ， 


EGED) 一 2 fe) Pe3 (1-79a) 
在 连续 情形 ， 
EGED 一 J" Ho) pl dr. C1-79b) 
这 两 种 情形 都 可 统一 成 方程 . 
EGED = 7 sarc): (1-79) 


PEDR BS Ma — “Pe FB PRATER SR A BE 
常数 ,那么 


ECaé) = 1 axd F(x) = aEC&) (1-80) 
及 
ECG + b) — 人 Cet b)d F(x) = ECE) +h, (1-81) 
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FA“ (1-7?8s) 容许 有 简单 力学 的 和 解释。 如果 把 质量 为 p， 
Tes 轴 的 点 * 一 x*。 上 ,那么 ,由于 2,p, 一 1, 所 有 质 
后 的 公共 重心 显然 位 于 成 x* 一 ww。 在 连续 分 布 情形 , 奖 亿 
解释 也 是 可 能 的 ， 因 此 期 望 值 可 看 成 对 随机 变量 位 置 的 粗粮 
的 和 度量、 但是， 并 来 说 明基 于 点 的 展 形 或 离 差 . 恒 为 等 的 随 
机 变量 均 信 为 零 ， 以及 假设 取 土 10 的 每 一 个 慎 具 有 概率 为 


1 的 随机 变量 ,其 均值 为 零 ， 在 很 多 场合 ,为 了 方便 ， 引 人 称 


为 了 的 方 差 的 一 个 非 负 量 作为 对 离 差 的 度 最 ,并 且 规 定 它 为 
var CE) 一 ECCE ~~ u). (1-82) 
ADEE SUH RAPHA. ALE 
的 公式 , 取 CE) 一 (CE 一 由 我们 求 得 显示 表达 式 ,在 高 敬 情 
形 ， 


. var (2) 一 2s (x, 一 mY pr (1-83a) 
TEA, 
varl) 一 人 Cx 一 wy pCeddx, C(1-83b) 
这 二 个 公式 都 是 . | 
var(&) 一 人 Cx 一 wp Yd FCx) (1-83) 


的 特殊 情形 ， 对 于 上 了 面 所 状 若 的 特殊 分 布 RIRE N (a)， 
wi) giy fie H an ee, 
Xf (>), 
[人 人 有 (人 
++ -i 
我 们 偿 杰 注意 到 , 从 方差 的 定 六 和 从 (1-80) 及 (1-81) 
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可 直接 导出 以 下 的 关系 : MR RE RS HP ae. A 
var [aë ) = a“ var CE), (4-84) 
var (Ë + b) = var CE). (1-85) 
在 力学 上 上方 凌 相关 于 围绕 上 面 所 考虑 的 质点 系 重心 的 司 
EE. 
W var (#) = o, MAIES SEMA AHA y & 
岗 。 称 它 为 随机 变量 的 标准 偏差 。 并 且 此 劾 可 作为 对 随机 
变量 与 其 期 望 值 的 “平均 ”偏差 的 度 盘 。o RRR SRL 
变量 的 和 人 连 系 起 来 就 变 得 明理 了 - | 
15-3, $SMMESHER. CER BAAN HT 
观 个 试验 中 所 引起 的 二 个 随机 变量 ， 并 令 它 们 的 分 布 函数 分 
BE FOOM GO). RTMRAS|AR Rt ES S x My Sy BRI 
的 作为 概率 的 5 及 4 RADAN FC xy): 
F(x,y) = PCE Srey Gy), 
如 果 f(x,y) 是 * SY WERRABRM, BAKED) 仍 是 -一 
个 随机 变量 我们 用 点 一 x, = y RES f(xy), 并 对 所 
有 <* 和 ?了 求 和 ,使 得 到 它 的 期 望 信和 ,这 个 结果 可 写成 一 般 形 式 


EGE md) 一 人 全 esp aR Cosy). (1-86) 


对 特殊 情形 Esn = E ta EE = Sy, 我 们 来 计算 这 
个 积分 . 


我 们 注意 到 ， 对 于 KE.) 一 点 。 积 分 (1-86) 可 给 出 变量 
# 的 期望 信 , 另 一 个 变 晤 1 则 完全 不 于 考虑 ,从 而 
人 人 xd F(x ay 一 ECS). 
RME, 
人 全 .yePCzyy) 一 E). 
申 些 立即 导出 基本 结果 
50 . 


BE 人 二 人 一 人 人 Ge + arly) 


一 ECE) 十 ECan). (1-87) 
于 是 它 可 陈述 为 : 和 的 期 望 值 等 于 期 望 值 的 和 . 
对 于 两 个 随机 变量 的 乘积 ， 一 般 说 来 并 没有 这 样 简单 法 
则 成 立 .。 幸 而、 如 果 两 个 随机 变量 是 独立 的 、 则 有 简单 的 结 
Riki, 妇 果 对 于 任何 一 个 区 间 工 各 了 ， 同 时 使 得 二 E 了 和 
7 ¢ 了 的 概率 等 于 点 ET 和 96E J 的 单个 概率 的 莱 积 ， 则 称 
变量 上 与 半 是 狂 立 的 。 在 实际 应 用 中 ， 如 果 规 定 志 与 2 的 两 
个 试验 是 到 不 干 殷 的 , 则 这 二 个 随机 变量 便 可 看 成 是 独立 的 . 
使 用 委 率 的 语言 ,独立 的 条 件 可 写成 
PCE €l&ne J) POE E DPE F). 
如 果 把 它 应 用 于 区 间 f = [—co, *l,7 了 一 [一 co:yl, STR 
AY $a 57 BEALS BK DAAR, PRN DRAKA 
F(x,y) = FG). 
用 最 后 恒等式 ， 便 能 对 KE. 0) = En 计算 (1-86)。 我 们 求 
得 
E(En) 一 人 人 sya (x,y) 一 人 dF) |" ya) 
| 一 ECE)E(n). (1-88) 
换言之 : 二 个 独立 的 随机 变量 的 期 望 人 等 于 期 望 值 移 葬 积 . 
我 们 能 够 计算 二 个 独立 随机 变量 的 和 的 方差 .根据 定义 
varl + n) = ECCE +y ELS +a). 
引信 新 的 随机 变量 
Boom E — ECED, y =n — Elm), 
我 们 有 
ECE) = 0, ECE”) = war (EJs 
Ely) = 0, Ey?) = ver (my). 
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FA C 1-87) Æ (1-88), Mii 
var (E + 4) = ECKE + r F) 一 ECE” + 25’! +) 
一 ECE?) + ECE JEC) + EQ’), 
最 后 
var(# + y) = var($) + varg) ` (1-89) 
这 就 推 得 二 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 方差 等 于 方差 的 和 . 

如 果 变 量 不 是 独立 的 ,项 EE 一 般 不 为 零 , 称 之 为 二 
ae Fey 的 协 方 益 。 利 用 归纳 法 ,容易 看 出 基本 关系 式 
(1-87), 《1-88) È (1-89) 对 于 任何 有 限 个 随机 变量 都 是 成 
THI. FÆ, WE Sorte 8, 是 由 同时 进行 试验 引起 的 = 
个 随机 变量 ,那么 

ECE, + §, + +++ + En) 
= EC.) + ECE) +--+ + ECE). (1-90) 
Hob. oe E HEA PILE RRB AS HBA 
EEk +8.) = ECE ECE) EG.) (1-91) 


E 
var(S, + E 十 --- + 8) == var) + var(€2) 
+++ + varl&,), (1-92) 
1.5-4. LEARTES A. 在 全 后 大 部 分 应 用 中 ， 我 

们 将 涉及 到 形式 如 下 的 随机 变量 : 

ra 一 darks + daga H tto + dann. (1-93) 
Hp damn = 1,2,°°°3 m = 1,2, 2) 都 是 常量 ,二 都 是 
Jhi UL aE Bt, H E Se 


ECs ad 一 Ams Varl Em) = dhom 一 :2 
利用 前 二 节 的 关系 式 ， 容 易 计 算出 +, 的 均值 与 方差. 由 于 
(1-90) Æ C1-80), 我 们 求 得 
ECra) = dpt 十 daz, c+ :+ dante. €1-94) 
ABH, HH (1-92) (1-84) 得 到 
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var ra) = dù of + di, ai +--+ + daai, (1-95) 
E ECr,) 和 Var (rn) 表达 关于 随机 变量 +; 的 位 置 和 离 尖 的 
某 些 信息 ,但 是 必须 认识 刘 , 它们 一 般 地 不 能 完全 确定 对 应 于 
rn 的 分 布 苑 数 。 如 使 的 分 布 为 已 知 ， 除 去 一 坚 简单 情形 
外 ， 量 式 确 定形 如 (1-93》 的 随机 变量 的 分 布 函 数 是 很 困难 
的 上 问题。 在 这 些 和 情形 ， 如 果 (1-93) 中 的 项 数 = 趋向 无 穷 时 
而 能 找到 一 个 干 分 简单 的 情形 就 够 满 普 了 。 可 已 给 而 这 样 的 
EE, EERE F ra GEHEEL AA A AR 
mAAR C aea (1-93) 中 出 现 的 变量 En 
的 分 布 无 关 。 这 就 是 所 谓 概 率 论 的 中 心 极限 定理 徇 内 容 。 我 
们 在 下 面 以 一 个 可 直接 应 用 于 我 们 的 问题 ?的 形式 来 陈述 慨 
率 论 中 一 个 特殊 的 中 心 极限 定理 . 
定理 1.8。 (极限 定理 》。 8.0m = 1,2,***) RU 
的 随机 变量 。 其 均值 为 p%， 方差 为 o%，。 并 且 合 得 标 淮 变量 
《$m 一 Eml On AAT., 令 随 机 变量 r*。 是 由 《1-937 确定 > 
并 且 很 设 
. Zan! m 
nee [varr a) A 
jae — Bey. 如 果 P(e) Cn 一 1: 2 是 标准 化 随机 变 
重 


= 0 ‘(n= 1,2,°-°-) (1-96) 


> =a” E Cra) 1-97 
"o Evar (7,1? € ) 
B05) 7 BL, BBA 
lim F(x} = PCr), (1-98) 
其 中 1 £ 站 
a—-—1_( -F 
Oe) — A Le Fat. (1-99) 


D 这 全 形式 取向 Loéve (1955, p. 295], MAHER AAPA RRES 
不 能 直接 点 用 于 我 们 这 种 情形 ,因为 这 里 系数 dum A n E m, 
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这 个 定理 的 证 明 趣 出 本 节 范 围 . 
函数 @ Ce) PROT TEAS 3} Th DAL, TS Se 


Zz 
« Ee 
z= 


plx) = e (1-100) 


1 
C2)? 
ROA TE as PR. RAL aS Se a As 4 AS A BR 
TEA. Riek, MPa Poe PAT ES (1-96) 下 ， 
SU ALAS or, 适当 地 标准 化 对 充分 大 的 # i ERIE 
BAA. 更 明确 地 说 ， 它 能 便 我 们 痢 明 , FAD e 和 给 定 
的 x 及 3Y 值 ,x 二 y, 以 及 对 于 

Ksa SS Ya — My, S Vins 
FLT sa == Cvar(r)", ma = ECr,) 的 概率 近似 二 为 
Ply) — (x), 
特别 是 ,如 果 x = —y, lra — ma) > ys, DRT 
aly) = 1 — (PCy) — @(—¥)). 
在 下 表 中 ,我 们 给 出 x 一 1,2, -+-.5 Rete 


¢.06000 


HUT, PIERS. ESA RAR A 
32% MeN. HAAR A 27% 超过 标准 偏差 的 三 
i. 

Ina SS 76 BS A ee BT Ce ze ee CE a ie 
He Jay [1942], 


1.6. $A RAME 


MEE 1.4 开始 的 舍 人 误差 的 讨论 。 现在 我 们 提出 局 部 
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舍 人 误差 是 随机 变量 的 假设 . 

RARR SS EHTE. THE, Eitte AEM 
算 状 态 的 数字 计算 设备 ， 用 完全 确定 的 方法 对 给 定 的 初 值 问 
题 的 解 是 一 个 完全 确定 的 事件 。 如果 在 相同 的 条 件 下 ， 进 行 
重复 多 次 的 计算 ， 每 次 结果 恰好 有 相同 舍 人 误差 。 HAAR 
劳动 ;有 可 能 预先 断定 在 每 一 步 上 舍 人 误差 是 什么 ， 但 是 ,这 
会 引起 与 粕 率 论 中 古典 试验 、 部 酸 子 同样 的 异议 ， 由 初 值 条 
PRE Ae REDS, BORER SEH 
长 入 被 认为 是 成 并 的 。 对 运动 方程 积分 ， 在 理论 上 有 可 能 把 
BR BY Be RSE SE A BHR PR. RR T aE 
不 能 指出 相同 的 点 数 、 这 一 定 是 由 于 初始 条 件 的 改变 我们 
把 斑 最 子 结果 认为 是 一 个 随机 事件 ， 机 为 它 对 初 利 条 件 依 顿 
关系 是 十 分 复杂 的 。 A. AEDE AREH RLE 
性 ， 因 为 它们 也 议和 十分 复杂 的 方式 依赖 于 指定 给 解 的 初 值 ， 
在 这 二 种 情形 ,微分 方程 的 解 各 郭 般 子 这 样 的 样本 空间 ， 即 ， 
确定 随机 变量 的 所 有 试验 的 总 数 都 是 由 改变 初 值 条 件 得 到 
的 . 

16-1, 局 部 会 入 误差 的 分 布 。 我 们 记得 在 1.4-1 中 3 引 
进 的 约定 与 定义 ,特别 是 ,局 部 舍 作 误差 可 分 解 为 固有 和 引入 
误差 . 如 那里 所 述 、 对 局 部 舍 人 误差 的 影响 通常 将 由 51 入 误 
差 引 起 ,我 们 暂时 完全 呀 去 回 有 误 着 ,并 且 令 so em. 不 出 
现 国 有 误差 可 由 试验 来 实现 ,例如 取信 x,y) = cy, c 为 整数 . 

ET SARE =p, 的 分 布 , 由 定义 ， xm 是 由 乘积 Af" BA 
SHAR. AA & A y BREE + BORER. 从 而 4 JE a? 
Se. TR A LIEN, RU Aie ER 
oF ie FT Fe BAUS aS SEAT ERR EA. MARR Cll 


制 ) 的 会 人 误差 便 取 二 一 2* 个 值 : 
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—tute, — Lat 2,-+-, Igp, Ia 
2 2 2 2 


{1-101) 
由 的 一 个 值 。 我 们 的 兴趣 是 对 于 形 如 Af DRS A 
误差 的 分 布 ， 其 中 上 是 一 个 常数 。 广 ERER. ASS Be BE 
自然 地 来 假设 (1-101) 的 所 有 误差 都 有 相等 巍 率 。 不 过 ， 一 


个 简单 的 例子 则 可 指出 这 是 未 必 成 立 的 。 如 困 石 一 > 在 二 
进 制 中 , A 只 可 能 是 
0《 当 产 的 最 后 一 位 数 为 9 时 )》 
i i 
La (4 P ATR — BOG 1). 


如 果 产 的 最 后 一 位 的 二 个 值 看 成 概率 相同 , 那么 二 个 会 人 误 
差 有 相间 乞 率 为 二。 于 是 ， 在 这 种 情形 , (1-101) 的 2* 个 


值 中 只 出 现 二 个 。 我 们 的 结论 是 对 辐 定 的 * 和 随机 的 六 的 
ER Af* 的 舍 人 误差 的 真实 分 布依 赖 于 4. 
关于 一 个 国定 的 数 和 清和 灿 的 二 进 制 数 的 乘积 ， 其 使 人 误 
其 分 布 的 一 般 结 果 部 下 : 
定理 1.9.。 wha = 249,04 OBR, 
h = W2 hgh be + Ay 2-*, 
HH kN, A; mw OL Gi = 1,°+-,k— ish m1, mB 
是 形式 如 下 的 随机 数 : 
z = 32 32 十 -十 zw2 
Hp sn = 0, 1G = 1, N), 并且 对 每 一 个 ;之 NA+, 
z; 本 这 二 个 值 概 率 相 同 , MAER Az 的 合作 误差 取 2* 个 值 : 
1 1 


— 5 u + uv, 全 —H — Hts ly 


z 
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中 的 每 一 个 信 概 率 为 2 ER = 24, 
证 .对 于 任意 *, KAR- A [x] 表示 不 超过 x 的 最 
大 整数 (常常 称 为 < 的 整数 部 分 》。 我 们 用 {x} 表示 数 
{r} = xz —{r], 
称 它 为 = 的 小 数 部 分 ， WEM, 
Ost tx} <1 
FF AST Ea EL m, 
{x +m} = {x}, (1-102) 
乘积 hz OSS r 依赖 于 量 
g = A2"hz}, 
如 果 0 所 4 志方 ,那么 ,+ 一 一 94; MRS Sq 一 1， 那么 


r 一 《1 一 3 入， 如 果 对 每 一 个 整数 zz、 OS <2, 以 及 对 
预先 指定 的 值 5 an- 恰好 在 在 值 type gw 的 一 
小 集 合 , 使 得 
g = Vts (1-103) 
这 钵 证 明了 这 个 定理 ， . 
at We Ase, FRR Ag = 1, 我 们 求 得 
g = few27* + Cryer H Ragsm)2 tr 
+ Caney bh Agi, E Agna + 
-+ Cay- Akana 十 -十 his) h. Ci-i04) 
全 
pe = 82 十 32 人 二 3 €1-105) 
其 中 为 0 或 1, 并 且 利 用 它们 为 J 或 1 以 及 满足 关系 式 
SN" Gas | 
gyi, E Arasy ™ Gens F Ze 
ey- Ageing 十 = Geng F mg- — Mga 


ee | 
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EN-  Ag-r2@N-a42 tt Hb Agen = Gy E dem, — a2 
的 条 件 来 递 推 地 确定 SNe Ë N-i "s are ete 这 里 - 
Mi = lyk — 1) ， 
都 是 适当 选取 的 整数 。 Hikes HEA A—104), AL 
(1-105) 及 C1-102), 我 们 求 得 
gq = 9r2 + Cn H gga)? tt 
+ C2mgia + gg- — endl 二 - 
+ C2m, + g, — m,)27} f 
m= {g} * 2 m} == py, 
这 2* 个 方程 (1-103) 中 的 每 一 个 方程 泡 值 ETENE we" SZN) 
的 2* 个 集合 之 一 所 满足 。 HARA ARGAE LAHE, 
于 是 定理 证 毕 . - 
定理 1.9 指出 ,ao ORM 4 RAS 的 数 
T. ARROI 


ü, = 一 二 + wy, 
F ek) = Ves “3 < r= PE 3 1-106} 
Le Boe, 
其 中 
z, hat ver Cv = ly- ++ 52%), 
TES BIRR FL CO 的 图 形 关 于 后 
1 LY gs 4 
(Lav, > ) 而 不 是 点 { 0， 二) 
为 对 称 ， 这 是 由 于 在 所 阵 述 的 条 件 下 ， 进 人 党 常 比 售 去 上 略 多 


毕 ， 对 应 了 于 了 of2 的 概率 图 形 撒 出 ， 常 数 气 率 ps |m r AE 
Rix = x, 上 (一 12 
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错 下 来 的 基 确 定 随机 变量 =, ROBB OE. 注意 到 
点 rz 及 x 一 yp 关于 点 x 一 > ue 的 对 称 位 置 ， 便 很 容易 计 
算出 这 二 个 量 。 于 是 ,我 们 得 到 


iv 
z 


u = Elan) = v S) e =e D) Ce, t ea) 
val wai] 
I 
= wv. (1-107) 


类 似 地 , L1 =r, 则 有 


oot <a 
o = var(x,) =p > (= — uv) 


ved 
a, 
~2y >\{a —+) ue, 
i=i ` 2 


利用 公式 
1 十 3 十 -十 (22 — 1X = = n€2n — 1)(2n +1), 


我 们 容易 求 得 


P= MC —#), | (1-108) 
对 于 小 的 + SR FP... CORE Bee | 
Ü, x < —ity, 
2 
F(x) — = + rfu, 一 去 = Srs tu, (1-109) 
Is x 2u 


的 图 形 , 它 对 应 于 在 区 间 |— -+ u, E u| 上 变量 地 的 连续 ， 


= OF 4 


Oh. BARBS THOMA SHED 
n=O, em Li, (1-110) 


它们 确实 是 当 "一 0 时 (1-107) 5 (1-108) 的 逼近 值 . 在 
实际 使 用 的 大 部 分 情形 中 ， 用 FOr) 来 近似 we 的 分 布 已 足 
HE l 

E6-2., RREARZUSR, 我 们 对 关系 式 《1-64) 
应 用 在 1.5-3 和 1.5-4 中 提 到 的 随机 变量 的 一 般 结 果 ， HRB 
设 Em 一 mr AR wn D Fue OR FG). 

出 《1-93), 我 们 立 得 


Elen) = J dnn Elen). 


因为 在 许多 机 器 上 是 按 绝对 值 伟人 ， 而 不 是 按 这 个 数 本 身 来 
舍 人 ,因此 再 假设 Elen) 一 p 便 不 真实 了 了 。 BMW TA 
积 hg*, 我 们 有 Elen) 一 一 上 *。 于 是 ,我 们 一 般 地 可 以 说 


| Elen) | < H., 
WR A R FERE dam 都 是 正 的 ,那么 就 有 
IEC Ka D dae ime, AA) 


mal 


其 中 m, H C1-70) 确定 。、 利 用 (1-71), 我 们 求 得 

LEC) mC) + OC (1-112) 
其 中 mm (x) 是 由 《1-72) 确定 的 函数 。 把 这 个 结果 与 定理 1.7 
LL ATR [EC rn) 增长 至 多 为 malra lA f. AF 


分 布 Farle), REIA uje =v. 
如 过 我 们 希望 用 类 侧 的 方式 来 确定 var (reds DBA A 须 
作出 随机 变量 s。 都 是 独立 的 重要 假设 .。 要 证 明 这 个 假设 或 
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把 它 简化 些 , 看 来 都 是 不 容易 的 , 并 且 已 经 给 出 例子 (Huskey 
[1949]) 帮助 证 明了 ， 在 一 些 极 端的 条 件 下 ，es 在 一 定 程 度 
上 是 种 美的 。 由 于 这 些 原 基 ， 我 们 将 把 我 们 的 假设 当 作 一 个 
有 效 的 假设 ,这 须 用 (有 量 将 用 ) 数 值 试 验 来 证 实 . 
an Em EARI RI, var (sw) 一 中 ， 应 用 (1-94)， 我们 
求 得 
var Crn) = Z vas {1-113} 
其 中 


va = A > Baim (1-114) 


m=i 
称 为 简化 方差 。 我 们 试图 计算 和 oas 利用 对 它们 所 建立 的 差 
分 方程 .我 们 有 
Pati 一 fq = A $3 datim _ > Bim 


r= J wm= l 


= $ ER 十 《mr — Bm) 
m= 1 


=f {1 + > C datim daem) dayim 十 dam}, 


mal 


vasi — va BALE oC xe) >) daml 2dan + Aglen ddum] h 


一 A{1l + 2g€ra)ea} + Agi xp Un. 
太 (1-67)， 我 们 知道 量 r, AR. E rO BAR, AX 
s(x,) 是 连续 的 。 于 是 可 写成 
Dari — pe == ALL + 2gCxn Drs} t OCH), 
对 这 个 差分 方程 应 用 定 青 1.4。 因 为 mm 一 98, 从 而 
Fa = v(x,) + OCA), (1-115) 
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其 中 函数 o Ce) 称 为 简化 方差 函数 ,规定 它 为 


rla) == {}, 
vy (Cx) = 2g level} + l. ( 1-116) 
大 此 我 们 求 得 
| var (ra) 一 Z {ex ) + OCA)}, (1-117) 


从 这 个 结果 立即 可 得 到 这 样 定性 的 结论 +, KR aE T 
“平均 ” 舍 人 误差 来 说 章 被 看 成 是 典型 的 ， 其 院 为 丰 过 , 它 比 
Ba (1-73) 给 出 的 最 大 的 理论 上 可 能 的 舍 人 误差 政和 进 有 天 
T. 

W FREE r, 的 分 布 。 因为 变量 a AR, MRR 
THE TERA 4 a> SO, nh x > a BT. 2 


D zaz da, 
E (Ba t dBat ooe d Bn 


对 于 "一 臻 趋向 于 零 , 那 么 可 应 用 中 心 极限 定理 (定理 1.8) 的 
结论 .规定 
Gtx) = |" ear, 
(1-116) 的 显 式 解 写成 
pla) 一 co 全 aoas, 


MRB oC) > 0。 利 用 (1-67)， | 
PiX aE a) 


dnm 
Dam = 用 Pa = AV? 1 + OA) L, 


显然 这 就 是 所 需要 的 结果 . 
容易 看 由 ,为 了 极限 定理 的 正确 性 ,得 《1-96) 的 假设 是 
必要 的 . 假设 估 dam 为 
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KAA YS FEBS AEH RASA 1 BH oe PR H 
m. DA. 的 分 布 总 是 与 ew 分 布 相 同 , 因 此 一 般 来 说 它 不 
BEERA. 

ATi FRATE SHES Bg. 2 TGS EE EAR HA 
211 Fl Ae aa SR Sak PARA: 

定理 1.10, WEH Euler 方法 解 微 分 方程 

y = gy + p(x) 
的 局 部 舍 人 误差 s BEA AYN. AE A 
|E(em)| Sp 和 varlen) = 0’, 

BARERA *。 是 一 个 随机 变量 :是 满足 


|ECra)| < mx) + OCA)}; 
; | (1-118) 

var(r,) = = fol ra) + OCA}, 

其 中 mD E o(x) 45 Be 1.72) B 1-116) E., 而 且 标 

准 变 量 lr, 一 Era) l/tver Cra) a Ar TE A A — 0, eh 

r — a HEREA o A. 

1.6-3。 数 值 例子 ， 我 们 把 上 区 得 到 的 结果 应 用 于 向 分 
方程 y 一 ty. REAR MAA eG) 一 土 1， 
所 以 没有 固有 误差 。 于 是 我 们 指望 1.6-2 的 结果 成 立 ， 

对 于 yy [= y, 我 们 已 经 求 得 

. mix) = e* — 1, 
积分 (1-116), 容易 得 到 
v(x) 一 = (e — 1), 
此 :我们 着 望 近似 地 有 
E(;,) 一 = (e"s — 1), 


varira) = a {e*n — 1) 
n 5h a 


= @§F + 


Fe WE AERO FL GORA A Mo fA 
n—10, += 107, s, = ly 
求 得 
FC we} — 0, 


varl riw = <7 Ce? — 1)-= 266.227, 


根据 中 心 极限 定理 rao 的 分 布 应 当 过 候 于 正 态 分 布 ， 
进行 以 下 试验 的 县 的 是 检验 这 些 结论 ， 用 Euler FEM 
500 个 不 同 的 初始 条 件 
yo = You = — + qA 

求解 微分 方程 y = 7, pi g™=0,1,°°*,499, 3+ B. 

A = 二 27 CHBAD 
Ria = 27%. 比较 数值 的 终 但 ,4 与 外 公式 

《1 十 ya” 1 二 é a Hogi tA) 
m e — 4 11 _ 2k 5 ee 
1! ht RAR } 

计算 出 来 的 理论 人 恒 

Vag ™ yoraCl 十 A), 
Te ATE 


Fag ¥arg ~ Yag 


记录 下 来 ;并且 从 以 下 公式 计 算出 试验 的 期 望 值 与 方差 
~1%S, 
Elra)e = s00 A Aig * 


var ruje = = > tag — ECrale}. 


StF nw — 1000, 得 到 以 下 数值 : 
E raje = —G.2a, vatra J)e = 266.72’, 


9 öt- 


i raa 的 分 布 如 图 1.6 所 示 。 每 一 个 托 形 的 高 与 其 底 组 成 的 
区 疝 值 > 的 个 数 成 正比 。 用 相同 的 尺度 ， 还 标 出 和 正 态 分 
布 ， 

预 估 和 试验 值 之 问 显 然 是 极为 一 致 的 ， 闪 且 走 实 分 布 显 
然 与 正 态 分 布 ? 类 亿 。 在 这 种 情形 , 我 们 断定 , SABRANA 
计 理 论 被 这 个 事实 征明 为 正确 的 . 

对 于 微分 方程 y 一 一 y, 会 得 到 关羽 的 结果 。 对 这 个 方 
程 , 求 得 


= 1 a ef 
ox) = 2 CI D> 


条 用 和 上 面相 同 的 数据 .于 是 
EC iw) = 0, 


2. 173 
varl rw) = Ta (1 — e} 一 36.00, 


图 1.6 人 金 人 误 莽 的 分 布 


D 可 以 得 到 检验 绕 计 理论 的 假设 的 精 绚 方法 ;但 它们 超出 本 节 范 力 . 
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在 上 商 所 仇 述 的 相同 条 竹下 ,所 进行 的 数值 试 整 给 出 
EC rt)e = —0.14n, 
var Criog de = 39.42", 


2 TREE Swe ee. 
1.7. 求解 的 问题 


妊 号 表示 困难 超过 一 般 的 问题 . 
1.2. i 
1, 证明 用 Euler 方法 不 能 近似 初 值 问题 
y = y", yO 一 0 
的 解 y 一 (之 x】 ， 试 说 明之 . 
2。 确 定 以 下 了 苞 数 的 Lipschitz WM: 
W e= Ey Cr); 
Cb) fr.p) = are tgy3 


Ce) ey — E 


1727 +4’ 
3*#。 利用 
yola) = ya + | Ddr 
FES p — co tA jh yir) 一 lim vein DEE y 一 fCr,y) 


Ao fF BO 58 —A iE BAC 38 BAB fs BE a Be RD. 
4*, 2613 9 Ge) 是 y = fx, y ERB EAA, 
其 方法 是 注意 到 任何 二 个 解 的 差 AG) MAE 
Jal] GK, 


其 中 K EMH, IAG) LL | la@la, 重复 积分 ， 则 对 于 


=. £6 + 


B-A ERR n, A 
Lall & K E auma)", 
nf 
这 人 忆 当 A(x) 一 0 才 有 可 能 . 

1.3. 

5. 解析 地 确定 初 值 问题 y — 2a ty, yO) 一 1 的 Euler 
近似 和 解 ， 同 时 求 出 问题 的 淮 兢 解 并 确定 仲 纠 误 差 明 数 。 验 订 
SAT (1-49)。 HER: BAR y, 的 一 个 篇 单 递 推 关系 式 1 

6. 用 Euler 方法 计算 

y 一 (+ 十 1}y, yi) me 
EERE BS RR A ACI? 


7. 求 出 在 定理 1.5 中 出现 的 常数 5; 的 界 , MAR ray) 
太 其 导数 的 界 来 表示 ， 
8*， 沙 虑 函数 yrk) 的 线性 差分 方程 
ye + h,k) — yr) = ALI) x) + gC], 
€1-119) 
y(a,hk) mer Fos 
Srp ABS BRE. EAA FP RAEN SY): 
yrsh) = >, Anpa) {1-120} 
P=t 
EALE (1-119), 其 中 


m fx + gle>, mla) = no 
BL 


Ex i i i en gy THH 


F i IF 1 
He 一 feg — ako mee --- tt ， 


nel a) = 0, Am™m1,2,°°*, 
o*. EBR: 对 于 
(a) Fe I, gx) 一 0 2=— 45 


(b) fi) 一 —+, g(x) = 0, a =T, 


级 数 (1-120) 是 收 合 的 ， 确 定 收 久 半径 并 县 计算 出 前 几 个 申 
数 Yar). 


10. Gila] 
， 1, 1, 12, 
= 一- 下 十 -一 a —F p + 
¥ ¥ > x 3 x 6 x 
yCO} 一 一 €1-121) 
有 准确 解 
1 1 1 1 
ae E p — 1 e 十 -一 t 
yle) 3 A x P 73° 


Mae KAS 2K Cp = 1, 2,:.- ,4), 使 用 Euler 方法 ， 得 Fij 
y(1) -5 的 如 下 近似 yC1 27°); 


a 


人 生生 


„036438333 
040486653 
O41 414746 
047608960 
041652 882 
041663299 
„041665834 
-041666459 


ee ee RE a ee Rd ie ee ee we eye ee 


Ao ee h 上 
Sooo c g o 2 


* AB 4 


验证 : 对 于 这 种 情形 ,从 到 值 来 断定 不 仅 im AeA) 而 上 
lim jze(1,5》 都 是 存在 的 。 这 与 定理 1.5 所 能 预料 的 相反 。 
同时 ,验证 在 这 种 情形 下 ,外 推 到 极限 并 不 改进 收 伊 狂 。 试 用 
确定 伸缩 误差 酸 数 来 说 明之 . 

11". 利用 冶 题 8 的 结果 、 证 明 在 河 题 10 中 讨论 的 近似 
误差 eC A) 


a _ Set E 
lim AeC A) 元 0.0135 
12. MEAE Euler 方法 求解 初 值 问题 y 一 + 一 +， 
y(0) 一 0 所 得 到 的 值 y,。 计算 误 盖 ;一 ys 一 yxw) HA 
把 它 与 由 慎 缩 误差 提 供 的 近似 值 相 比较 ， 当 很 小 时 ， 有 使 
误差 特别 小 的 * 值 吗 (除去 0)? 


| 利用 公式 I -十 2 二 3， tna Met) 


Zz 
+t | 
- 2 
13*. Eat 


im (1+ =) = e, 
WERK E 一 个 常数 ,并 且 |9 = Ce = 1,2,---)5 TEAR 
tim (1 += +6, =) = p* 

[ A] FA ER 1.4.) 

1.4, 

l4. 试 确定 最 大 容许 的 局 者 合 人 误 关 。 e, mS ie FA 

- ġ = 1077, 

在 1000 4P JAER y 一 Cf)y, yO) = | 的 数值 积分 的 
累积 舍 入 误差 不 超过 it," 


1 @9 = 


ta》 利 用 定理 1.65 

Cb》 利用 定理 1.7, 

1.6. 

. REIN 好 的 舍 人 误差 的 分 布 调 数 FC), MRA 

Fil F sulk E wb fale Ht BUR ERICA ETE. 试 
僻 定 这 个 分 布 的 均值 与 方 禾 . 

16. 在 定理 1.9 MIR, FARMS 4 都 是 爹 
人 到 最 接近 于 而 不 超过 ANTM BSA). iRise 
积 季 的 会 八 误 差分 布 ,并 求 这 个 分 布 的 上 和 本. 

17. 使 用 十 进 制 数 计算 并 和 且 人 省 去 之 . 用 Euler 方法 在 求解 
y 一 时， 对 标 积 舍 人 误差 的 分 布 进 行 一 浆 小 的 数值 试验 . 
把 这 些 结果 与 引 定 理 1.9 连同 问题 16 Oe RMA ek. 
[使 用 1.6-3 的 记号 ， 取 和 一 1，A 一 0.10101，9 一 0， 
9, u = 107, å = 0.125, $ HH Ere = —5.6u, var (ra). = 
1.3647]. 

18. 利用 出 01-67) 确定 的 近似值 Cr.) FRA C1-114), 
并 且 将 其 当 作 定 积 分 的 近似 和 ，、， 试 给 出 (1-117) 的 另 一 个 证 
HA. 

19*. SO SERRE m Cx) 和 wlx) 分 别 由 《1- 72) 太 (1-116) 
ff UEH: HF r>, 


Le > TEE mia}. 


ap” 


et — l L2 1 
(<= ) 2 x 《ex — 1), 


L 提示 : 用 定 积 分 求解 微分 方程 ,并且 应 用 Schwarz 不 等 式 .] 
注 
1.1. Euler A R Euler-Cauchy 折线 方法 ; Cauchy 首 


= 75 + 


先 在 L1840] 给 出 收 合 性 的 精确 陈述 ， 

12, 这 里 给 出 的 存在 性 定理 及 共 证 朋 不 同 于 Peano 的 
GEE CoOL Kamke [1947, p.59]; Coddington 3 Le- 
vinson [1955,P.6]); 它 们 也 是 基于 折线 的 方法 ， 共 汶 法 从 开 
始 就 使 用 Lipschitz RIF, EtA SE E AA GEH E HE) 
Ascoli 定理 :并 且 是 用 整个 序列 typtx)} 而 不 是 用 其 于 序列 来 
BEAR AL Ur a BE. 

1.3. Collatz (1960, p.58) 的 证 明 与 定理 1.3 稍 许 不 同 . 

1.6. 和 油分 方程 逐步 积分 法 舍 人 误差 的 传播 的 统计 模型 是 
由 Brouwer [1937] 3[ 作 的 ;后 来 Rademacher [1948], Papoulis 
[1952], Mikulaschkova [1957] 进行 了 改进。 Hoskey [1949], 
Forsythe £1959], van Wijngaarden [1953] 对 这 个 辜 型 提出 反 
对 意见 (特别 是 反对 独立 性 的 假设 》}，Forsythe [1959] 建议 用 
A 4: RR Li RE BRO SARE. 用 1.6-3 中 指出 
的 方法 来 考验 这 个 方法 是 有 意义 的 。 


= fj » 


第 二 章 “一 阶 单个 方程 的 一 般 单 步 方法 


在 第 一 章 已 经 证 明 , 通 过 选取 充分 小 的 步 长 3，Euler 方 
法 可 达到 任意 高 的 精确 度 ， 如 果 所 完成 的 运算 全 入 误差 可 忽 
略 不 计 的 话 ， 离 散 误差 大 致 上 与 4 成 比例 ， 意 即 在 给 定 的 区 
W HIRERE fC, y) 信 六 次 可 达到 的 精确 庆 是 与 二 成 比例 
的 .本 章 将 证 明 , 存 在 着 下 述 意义 下 比 Euler 方法 有 效 得 多 的 
方法 , 即 六 次 求 值 , 其 精确 度 可 达到 与 Ar 成 比例 , 对 靖 > 1. 


求解 微分 方程 的 任何 一 个 算法 称 为 单 步 方 法 ， 如 果 仅 知 
Hive. ys 各 ， 用 这 个 算法 便 可 计算 出 解 在 vae 点 的 近似 值 
You. 汐 了 方便 ,把 yan 对 量 ra yar 到 的 函数 依 软 关系 写成 

Fada 一 Ya = ADCrn nA) (2-1) 
苹 儿 全称 为 增 量 函数 , 它 依 赖 于 所 给 定 的 微分 方程 。 例 如 ,在 
Ewer 方法 中 ， 
PCx,y3h) 一 fxs¥)> (2-2) 
this} @ TE ay 5 A FoR. 

BAG s,. 7.54) 表示 近似 解 的 增 量 . ATES Sea 

相 比 ,我 们 引入 以 后 所 需要 的 特殊 记号 、 如 时 冰 数 
f= fxs,y) 
满足 定理 1.1 的 条 件 以 及 (x,y) BRM 
dr y+ 
内 性 意 一 点 ;其 中 ff 是 给 定 的 ,那么 对 于 cle, 4), 初 值 问题 
z=flz,2), zę) =y (2-3) 
= 72 a 


存在 一 个 和 解 。 对 同一 个 定理 稍 作 修 改 (x 换 成 r), I 2) 
便 可 通过 区 间 1a,x] BASE, 从 而 所 定义 的 函数 zt*?) 在 几 
何 上 可 以 看 成 是 通过 点 (zy) 的 微分 方程 一 fr) OR. 
对 于 使 得 x H A Elab] 的 任意 #, 我们 规定 函数 入 为 
a(x tA)—~y¥ gag, 
Atx.,yvih) = & (2-4) 
fxs y) A=0, 
ARE ARTS ee. 
由 于 st) 是 (2-3) 的 解 , ERIE 4 PR ATE A = 0 E 
是 连续 的 . Bialy h 表示 给 定 的 短 分 方程 的 精确 解 在 点 
(x57) EGET AS 0, 入 本 身 就 代表 一 个 差 商 . 


2.1. 特殊 单 步 方 法 


2.1-1。 直接 利用 Taylor RA. WRAN vtx) 是 
y = flesy) 
的 -T RERE lx.) 无 限 次 可 短 ， 那么 Cx) BOBS 
数 可 由 函数 x.y) 完全 确定 . 例如 ， 
y= 2 Faxy) = fey) byes yy 
fp) + falra y Cory) | (2-5) 
De FAS LBS RESTS yoy’ Ds? DERRER] 


y” = Fixy) y” =æ f 人 
一 般 地 ， 


yD = fPCesy) Cp =1,2,°°"), 
ETE * 的 全 导数 。 
利用 这 个 记号 ;通过 点 (x,y) 的 解 的 增 基 为 


«73 + 


s(x + 4 zG) Aix, y) + Š E PG) +- 


一 pe-dCx,y) + oam), 
tr 
于 是 ， 对 于 精确 的 相对 增 量 ， 我 们 求 得 展开 式 为 


Alr, y3 k} = f(x,y) + = ft.) 十 


+ 2 fe (a,y) + OG), 《2-6) 
Fi 


这 里 了 是 一 个 任意 正 整 数 . 

看 来 用 这 样 的 办 法 选取 增 量 汗 数 Cx, y A) 是 很 目 然 
的 , 这 就 是 使 得 (x, 934) 与 妈 尽 可 能 一 致 ， 达 到 这 个 月 的 
一 个 明显 的 方法 基 令 


Drs yh) 一 Fx,y) + 4 Fersy) bee 


+ E FP Ce sy). (2-7) 
Pe 


HH (2-7) SERIA ERM eB Taylor BRR. & 
户 一 1， 又 得 到 Euler 方法 .方法 的 精确 度 随 着 各 的 增 大 可 任 
意 提 高 . 

Taylor 展 式 方法 不 便于 计算 是 明显 的 ， 现 在 要 用 同时 运 
Bp PBR fp fo FOO HB HA PR. 在 
己 动 计算 情形 ,这 就 增加 了 贮存 代码 所 需要 的 空间 ， 而 且 : 对 
最 简单 的 方程 《通常 可 用 封闭 形式 积分 )， 画 数 Fo 的 解析 表 
达 式 的 复杂 性 是 随 荐 不 增 太 而 增 大 《读者 可 对 看 来 很 简单 
的 方程 ,例如 yy 一 x 十 y “来 检验 这 个 结论 ， AG. 并 不 推荐 
这 个 方法 于 实际 使 用 . 

2.1-2. 间接 利用 Taylor RA, (Runge-Kutta BA ik). 

3k BR YY As AB FS Pe EF ORO. OAT 


二 74 + 


Mt Rte Se, POSAMRAA OC). 我 们 用 下 面 
的 简单 例子 来 说 上 明 这 个 思想 ， 试 令 
P(x ,yihk) = afCr,y) + afl + Pisy + phtCxsy)), 
其 中 as az po PRR. 对 两 组 不 同 的 自 变 最 计 个- 
f 两 次 便 形 成 这 个 量 . H k EKREN., E 
Pix,y34) = Ca, + adry) 十 kal 六 六 全 sy) 
十 pofyCxsy fGesy)] + OCA"). 

AAS ACr.y34) 尽 可 能 一 致 的 条 件 ， 由 于 《2-5)， 

Ary 可 展开 如 下 形式 


ACtsysh) = F(x,y) + py Alfelx sy) + fyCxsy Cay) I] 


+ OCA’), 
比较 常数 项 , 求 得 
a, F a = I; (2-8a) 
$E A 的 线性 项 一 致 就 需要 
1 1 
a ™ 2” dpi >" (2-8b) 


可 以 证 明 ， 不 增加 f(x. y) 的 条 件 便 不 能 得 到 二 次 项 一 
致 ， 求 解 方程 (2-8), 得 到 解 族 


— | — a pl 
Si i 0s dy > Pi Pa Fa? 
HRiheiAaheaMia*0. WEEER., Fa 0, 
Hi Bt pa Bk 


O(xsysh) — Cl — fsy) + af (x + +, y+ f(x,y)) 


: €2-9) 
5 Aley) RUBE OC), 而 它 不 含有 f(x,y). (2-9) 
MPR ETE FE DR TS: 


a 75. 


G) 4 一 二 在 这 里 (2-1) Fea 


Fai ~ Fa + > AL f€xasyn) + f(x, + A's Via 


EAR ear Ya) 1]. (2-102) 
这 个 方 裤 有 时 称 为 “改进 的 Euler RE? 《Coilatz (1960, p. 
54D; 也 可 称 它 汐 Heun AH (Heun [1900]; Rademacher 
[1948]). 
GD) a 一 1. 得 到 公式 


Vol ~ ya 十 At (x. + > sYa 十 L AHCæns ya) )> 


(2-10b) 
称 它 为 改进 的 折线 方法 或 修改 的 Euler FE (Collatz £1960, 
p. 53]). 

(2-10》 的 两 个 方法 可 作 简 单 的 图 解说 明 ，。 我 们 留 给 读 
者 .每 积分 一 步 ,这 了 两 个 方法 都 要 求 计 算 冰 数 从 +,y) 值 两 次 . 
UR fers y) 确实 不 依赖 于 y 微分 方程 的 解 便 篇 化 成 计算 一 
个 积分 , (2-lOa) 简化 成 数值 积分 的 梯形 法 则 ,而 (2-10b) Wy 
基 中 点 法 则 . 

由 《2-9) 确定 的 一 般 方 撤 也 称 为 简化 的 Runge-Kutta 方 
法 . 函数 (2-9) 可 以 看 该 在 不 同 点 上 取 函 数 上 值 的 贡 权 平 
均 ， 夫 且 具 有 第 二 项 的 变 元 依赖 于 第 一 项 的 特点 ， 经 典 的 
Runge-Kutta 方法 《Runge [1895]; Kutta [1901]) 或许 
是 所 有 单 步 方法 中 最 著名 的 一 一 实质 是 类 似 的 . 这 里 更 是 计 
算 函 数值 四 次 加 权 平 均 ， 并 且 每 次 计算 中 的 自 变量 依赖 于 前 
面 的 计算 . AH, 


BCx,y54) == 二 [k +- 2k + 2k, + kels (2-Lla) 


其 中 
i= f(x,y); 
ka= f (> + ZA, y 十 + 1k) 
| l (2-11b} 
km f(a + sh, y + ika)» 
ki = fx t h, y + hki). 

-一 个 单 步 方 法 称 为 上 阶 量 ,如 时 它 的 增 基 国 数 到 A? Bt 
误差 来 近似 精确 的 相对 增 量 A.。 整数 8 称 为 方法 的 精确 阶 ， 
如 时 这 个 结论 对 任何 较 大 整数 是 不 成 立 的 ， 于 是 ， 由 (2-7) 
确定 的 Taylor RAJD EPRE f Cx, y)= 0, Bh, = p> 
则 是 一 个 精确 的 2 阶 方法 . 

构造 击 和 的 简化 Runge-Kutts 方法 (2-9) 是 2 阶 的 ， 第 
一 章 将 证 机 m C2-11) 确定 的 方法 具有 4 阶 ， 并 和 且 一 般 来 说 
这 是 方 甘 的 精确 阶 . 后 一 个 说 明 则 可 从 如 下 的 讨论 中 推 知 ; 
如 果 Cray) ARRAT ys M As = ks FFA Runge-Kutta WHE 
变 成 数值 积分 的 Simpson 法 则 ,在 这 里 所 规定 的 意义 下 ?, 知 
其 为 + 阶 . 

计算 研究 .用 任何 一 个 单 步 方 法 求解 初 值 问题 的 框 医 ， 
AOR Eue 方法 框图 (网 1.1， 只 不 过 情况 更 为 复 床 ， 
计算 fxn Xe) 的 位 置 由 求 和 更 为 复杂 的 孙 数 OC x,> yn; A) 值 所 
RE. 我们 将 讨论 对 经 典 Runge-Kutra BRE (2-11) PAK 
值 。 把 《2-11) 写成 如 下 形式 : 


4 


Plr, yik) == > 加 > 所。 ， (2-12a) 


væl 


其 中 ks = IXs: Ya) HEX =r, Yi 一 以 到 


D Wise Runge 对 方法 的 研 容 。 其 动机 是 试图 把 Simpson 法 则 推广 到 微分 
方程 的 积分 上 去 . 


中 FF a 


X, =x + APos Yo = y F Ap Rois V = 2,354; 
(2-12b} 


TR a, Be p, AA 


裕一 劳 永 逸 地 贮存 起 来 . EE, PRK AH a] Ae eT 
TATE. 图 2.1 给 出 这 个 方法 的 完整 的 柑 图 . 《在 2.3-5 th 
恋人 Awe 


Xg — Aa 
Y -——- Yy 


ža th -F Fy 
Yr + họ -> Fn 


Tome Tas¥a 


Æ 2.1 Runge-Kutta FHEA 


+ FS >» 


T3869 L6RbTO = h -一 -天 


PEOTI 862620 SOFTS IGRPT'O OL OF6PTO 16890 096610 
! | < 1 x t x + 
. OSOZS carpO'0 SSLBEEDZEOD SEELE 966000 OLILE $6610°0 


00000 DaoE'D 0060000005z0 -G0000 WE O0000 Gotogo 


SEIGE PHGPI'O = Q a 
TERO GJETO SESE HREEI'O SECO O66F IO ZeCNS 166406 
i Pa f 7 1. xo t 


E 
CHILE BEGIN  OLLEY SptID'O Pela E660OD Lait stivi 
OOOO 00007z 00000 00051'0 -00080 Gono 00000 的 的 1 


MESLE G66h0'6 == 中 一 
C9006 16660°0 COFLE 56 的 000 kra 0 
t K t x t < + 
DILte 66P00'G ogogo 700'0 9 ü 
00 O00010 00000000500 pooto oowoo 0 6 
TO 
F f z ima 
a 
Ch x= "y A 
“A 
y 


ERER eyny-otony 1-7 % 


eee 


STIHL Labpo'e 


OLILE 86610'D 


ISLES 6o700'0 


a - 


rọ 


ro 


rọ 


"F 


+ 7D » 


将 讨论 关于 减少 Runge-Kutta FRE ARIA UA e ATK fe 
TRR.) 

作 鸭 一 个 数 导 例子， 在 表 2.1 中 指出 用 步 长 4 一 0.1， 
Runge-Kutta 方法 对 初 值 问题 

y =x — y^ y0) =0 

《在 1.1-2 中 已 经 讨论 过 ) 的 和 解 的 前 几 步 : ASR RTT RI 
值 的 顺序 ， 由 于 手 算 不 便于 认 验 ,这 便 戌 为 这 个 方法 的 缺点 . 

21-3. RRP HAR. -除去 上 面 讨 论 的 方法 ,在 文献 中 
述 提出 许多 其 它 方法 .由 于 篇 由 所 限 ， 不 详 述 ， 本 章 末 的 问 
mt 3—9, 12 一 14 及 18 中 讨论 一 些 补充 的 方法 . 


2.2. 一 般 单 步 方 法 的 离散 误差 


2.2-1， 收 化 性 和 相 容 性 。 G Ox. yh EATEN 
E y 一 fey) EDOM HEN TR. 我 们 将 
总 是 假设 函数 fCx,y) 满足 定理 1.1 的 条 件 , 于 是 初 值 问题 
y =f(x,y), ylad 一 全 (2-13) 
对 于 任意 7 有 一 个 解 ylx)Cx € [a, oD. RRS RII 
pee B(x p34) SF x € [a,5]1, ye C—O, +00) Ba — 
FEST NAY A > 0 在 任何 给 定 的 点 (x,y) 也 是 确定 的 .从 yo 一 5 
出 发 ,由 (2-1) Bie, E [a,58] 就 可 能 逐个 计算 值 。 
由 增 量 函 数 规定 的 方法 称 为 收敛 的 、 如 果 对 任意 4 和 任 
E relel 
lim Ye 一 yCx) (2-14) 


成 立 . lon, HE 1.2, Euler EMEP RHE. 
FT —— AR BB A PN BE BS 7 TT 9 BRE SR 
aE, FERH. 


=. #0 « 


定理 21. SK Bfxyy3sF) ÆA «6 [0,4], ve C—O, 
+0), 1 安庆 委 如 所 确定 的 区 域内 是 连续 的 《 当 作 它 的 三 个 
AHTRA), 并 有 目 REREAR L, 使 得 对 于 刚 丙 定义 的 
BRA Ce. yi A)R C, y“ A 都 有 

OCs y" sh) — Bx < Liy*— y| (2-15) 
Ra. WKAR 
Cx, 750) = Fry) (2-16) 
E EE PAY O ERIA ER a EE RY d E 3B 3 HR 
fF . 

条 件 (2-16) 称 为 丰 容 性 条 件 . 粗略 地 说 ,定理 指出 相 容 
性 是 收 策 的 必要 和 充分 条 件 。 读者 容易 确信 在 2.1 中 讨论 的 
所 有 特殊 方法 都 是 相 容 的 . 

证 ， 令 Ox, y; 0) 一 g(x, y) WAR g(x, y) 满足 定理 
1.1 的 条 件 ， 从 而 推出 ,对 于 任意 n DS 

a = BCx,z), 2(a) =q (2-17) 
有 唯一 解 s(x), 而 且 , 从 定理 1.1 的 证 明 中 得 出 ,对 于 xxefa， 
bls 点 (x， eG) E R, APR RAR 1.2-4 中 确定 的 紧 致 区 
IR. 
我 们 将 证 明 由 25 = yy E 
Zag, 一 Za FH APC ee Sni A), n= 0,1,2, eixe Eia] 


(2-18) 
Arce HOB se 收效 于 zl(x)， 由 (2-18) 减 去 关系 式 


2 tear) 一 alen) + AACr, 20454), 
RRETA cw = =, 一 elr) 的 关系 式 
enti en t AL PC rgsa — AC zrs 202,34) 1), 
利用 中 值 定 理 ， 
ACens sea)sh) 一 FCE) 一 za 


m g(x, + Oh, elx, + Gh)), 


* l >» 


其 中 0 二 于 1 括 导 内 的 表达 式 入 而 可 写成 
四 CY 
+ Bern Tir) SE) 一 DOrns 2 ta) 0 
+ glxns akan) — glx, + OP, we + Oh) De 
APR PCr, yi 4) ERB 
x€f[e,éi, y = rlr), OSA SA 
上 是 一 致 连续 的 。 ARA 1.2-4 中 一 样 、 我 们 可 以 断定 量 
CCA} = max | B(x, aC) — Olr, a(x) sO) 
当 一生 时 趋 于 零 。 BUH, 
XLA) = max |glr, sC) — gle + kzl + k))) 
pk) 


“4 A>ORTE. AR (2-15), 于 是 我 们 得 到 估计 
lens] E leni +ALL e! + SCA) + XAN. 
这 是 形式 (1-11), MRA =1 HAL, B= ALECTIA. 
于 是 导出 
Leni LOCA) + XA JEL a, 2), 
E T Ge AT AR Am OR iO, MMEA 
lim Z, = 2x), x€[a,é6]. 


Ye gp SEE 


这 就 证 明了 相 容 性 条 件 (2-16) WER. 如 
困 elxsy) 一 大 zy》， 那 人 和 zl 一 yz。 为 了 证 明 必 要 性 ， 
(RI Cx, yik) 确定 的 方法 是 收 鳅 的 。 但 在 某 个 点 (x, y) 
上 ，gKCxsy) Kray). 从 定理 1.1 推出 ， 存 在 一 个 7 使 得 初 
值 问题 的 解 ye) 通过 点 Cey). zo = q F0 C2-18) 确定 的 慎 
a 一 方面 趋向 y@)s AAW, PILATE, 2, SR 
初 值 问题 《2-177 的 解 zG). 如 果 r) A yx), 我 们 立即 得 
Bi a hs GOR e = ye), BA 

aCe} = BOTY) = f(x,y} = 9’), 


. oF >r 


154 (O ee. 于 是 gle. y) 38 fle, x) REST 
H. 

2.2-2. -一 个 先 难民. BATEE 2.1 RiT — PAT 
法 为 收 敏 的 ,但 并 不 能 用 它 来 估计 离散 误差， 特别 是 , 它 没有 
指出 (累积 》 离 散 误 着 的 阶 ， CLES RTT RE. P 
TĦ yee) 表示 初 什 | 问题 (2-13) HA, He ai G 4) 确 
定 的 . 于 是 有 

E 2.2. 令 Ptx,y;#) 福 足 定理 2.1 的 条 件 , 并 且 存 在 
eRe N > 0 Al p > 0, 14 

Plesy C34) — Alr, yll << NAF, (2-19) 
xé€[a,6], A= hos 
HBA IIF x, € lah] Mitte zsh. 有 
lyn — yx) | = APNE, (Cx, — a), (2-20) 
其 中 EL 表示 Lipschitz PAR. 

山 现 在 (2-19) 中 的 量 理 一 各 称 为 方法 的 相对 局 部 离散 
(RRR, URE TAMURA DRAM Rs 
Rin) O04 )、 那 么 (绝对 ) 累 积 离散 误差 也 有 相同 的 阶 . 

HE. 从 (2-1) WWE EEA yleen) = yir) + AAG,» 
Fash}, FEO es = ¥en — Yir 把 这 个 结果 写 万 形式 

Cats ™ es + AL D(a, Yas) Dr yCe, JA) 
+ OCx,,904n)54) — ACx, y(n 34]. (2-21) 
RFA (2-15) 及 C2-19) Riki AMM RAR RITE 1E 
o lenat SS lest + ALteg| + AUN, 
这 个 不 等 式 形式 为 |eoo| << Alel +B, 其 中 4 一 1 二 所 。 
B 一 2。 应 用 引 理 1.2 便 推出 所 需要 的 结果 . 
SEH 1.4 与 定理 1.3 有 关 一 样 ,按照 同样 的 方式 ， 以 下 


1) 相对 是 推 对 步 长 8 MA. 


« BS + 


结果 与 定理 2.2 有 关 . 


.定理 2.3， Spam OCr, 734) 满足 定理 2. 2 Hae 34 
ty 是 满足 
yo ™ FW: (2-22) 

Yeti 一 Yn H ALD(2,,943 A) + ROK], 
m=0,51,2,°°'-3; x, €fa,f] - 
的 乍 何 一 个 数列 , RK SOM g > 0 都 是 常数 , HOO, 是 
EE lol <1 的 往 意 数 , 那 么 ,对 于 x,€ fab] MA AyD 
[ys — Cx) S AN ELC x, — a), (2-23) 
其 中 r 一 min (psg) FUN, = NAG + KAT, 

PEER T fE ye MTR, RU RRA 
A (2-1) MB. Rage > OK PRY 
OCAT), 

定理 证 明 是 定理 2.2 AIERBE R T RIIE, iE i 
N 全 部 换 成 N. 

2.2-3. 特殊 方法 的 应 用 。 工 的 表达 式 . 为 和 具体 应 用 
定理 2.2 的 误差 界 ， 必 须知 道 分 别 出 现在 (2-15) HH (2-19) 
中 的 常数 工 和 六 N 的 值 ， 在 本 节 和 下 节 中 ， 我 们 将 对 2.1 中 所 
订 论 的 特殊 方 污 来 计算 这 些 值 . 

(Ris eK 其 zy 是 连续 的 且 有 充分 高 阶 的 连续 导数 . 我 
们 令 

Ly = cn pr,y))|， R=0,1,°-:, 
并 和 且 假 设 这 些 量 都 是 有 限 的 .于 是 常数 Lo AER ry) 
ABH Lipschitz APB. 

对 于 基于 Taylor 展 式 的 方法 (2-7), RAPE, w 

RASA, 我 们 求 得 
< 名 LL 十 … - + 27 


. ij 


对 于 简化 的 Runge-Kutta 方法 52-97， 结 侣 不 等 式 
Fi 一 fir pl <= Loly™ = yt: 


4 


及 


f A * _. i Š At | 
(a+, ys + oie >) e+ É, y rZ icy)! 


sy") — Key) ]| 
< (lr oj = yla. 
RIRES LH 


L<] — alL, + lal ¢ + jea) Ly, 


MRO e 1, 便 导 出 


holes g 
ra + fobs) Lo. (2-24) 
可 类 伺 地 计算 出 经 典 Runge-Kutta 方法 的 工 常数 为 《Carr 
[1958]) 


L<(1 + Bake q BES q tabs pagel 
2 6 


(2-25) 

2.2-4. PAPE EB A. 六 的 表达 式 。 如 了 归 精确 解 
yOn HRA, MW C2-19) SEAR ON SR SER BEA. (BEES 
理 1.1 的 证 有些， 我 们 知道 精确 解 ytx) 位 于 由 1.2-4. 中 确定 的 
紧 致 区 域 卫 内， 因此 ,对 于 产 迄 加 和 (x,y) R, HUH 

hr | O(a, yik) 一 Axy) 

BS ESSERE NN. SOS OME FEA eb. HAHA 
SOIR PEERS BAGEL RS Ooty ae — l 


2: {PCx, 952) 一 ACxsysh hime = 0, 


= $F « 


HAM ‘Taylor 公式 5 我 们 得 到 
Pw FA) C— 人 7547 
1 


= AP E BaP Pix yà" } 


-GEDi fP Cx + A* vax 十 Dh 
其 中 0 二 2* 二 5。 TH (2-19) 满足 , 取 
N = max t ore 


Digs lpr gae 27 
_ i _ 
(p +1) (2-26) 
TAES TERRE Taylor 展 式 方法 ,由 于 
za P (x,y5h) = 0, 
我 们 可 简便 地 求 得 


“Gains (Xs eR ax |f Ces y D1. 


对 于 简化 的 Runge-Kutta FR (2-9), A p= 2. 由 于 
PCr. vik) = {1 一 @)fCrs¥) + af(x’,y"), 


其 中 P P 
x = g -+ Fa? y 一 ) 十 pA EEE 
我 们 求 得 
æ Cer Lay) + Ces CRS 
de 


ee L (xs y3h) = = fale o¥ + 2fry(x' >F assy) 
+ jy k oy DLR x.y DV}. (2-27) 


1) 2G) 表示 通过 Cy) Kl 2” = Fre 的 解 . 


+ HO * 


和 如果 我 们 确定 常数 M 和 开 , 使 得 对 于 Cey) E R, M >l, 
Kel EM, | < GLD, 


| Ax ‘Oy k Met 4 
(2-28) 
那么 表达 式 (2-27)》 可 估计 如 下 : 
omy - 
ETE (2,758)| < Ta 时， 
KA 
f” = fer 十 2 十 frf + fC fe 十 fsf) 
容易 求 得 
IF| S4KM + 2K'M 
于 是 对 于 简化 的 Runge-Kutta 
1 
NÆ KEM (aq +4 -一 十 一 3 K). (2-29) 
对 于 经 典 Runge-Kutta 方法 ， Bieberbach (1944, p. 55) 
FAAS tr SR EG fe DE, 
N= 6KM(14+ K + K? -+ K° + K’. (2-30) 


在 这 里 必须 假设 42-28) OS OP AAP i +4 KE. 
StF Rt AAS PLAY Runge-Kutta XP oOo ERY NBO BF 
可 以 用 精确 的 解析 方 祷 来 得 到 ( 见 3.3-4). : 
2.2-5. ŁR 2 HR. 如 果 由 [x,y 确定 的 方法 有 精 
HS > Bt tH W(x,y;55) A ACe, y34) BF AM p + 1 阶 连 
综 导 数 , 它 也 依赖 于 《zy 那么 我 们 可 写成 
PCr, yik) — A(x, yj) = Aeple,y)} + Ort), 
{2-31} 
EPRA psr ERABAMS. PM ole, p 称 为 方法 
是 ALP Cx, ysk) 一 Arsy) Ba Cx. y) WR 


» BF + 


局 的 方法 的 误差 . 称 这 个 量 为 方法 的 ( 允 对 ) 遍 部 离散 误差 或 
局 部 截断 误差 .方法 的 叭 p 可 看 成 对 方法 的 精确 度 的 一 个 粗 
蔡 的 量度 ,因为 它 说 明 局 部 离散 误差 相当 于 A, 而 不 是 对 万 
的 任意 高 的 营 次 . 主 误差 函数 能 使 我 们 给 出 如 下 的 结论 :对 于 
充分 小 的 五 值 。 Bs RS OT DE a AP Pg (x.y). 
我 们 对 于 在 2.1 中 讨论 的 特殊 方法 来 确定 主 误差 函数 . 
对 于 Euler 方法 ,我 们 有 
P(x, y3h) — ACx,y5h) 


= Kes 9) — [es + 1 afte) + 00D]. - 
如 果 f(x,y) Se 0, 方法 的 精确 阶 为 1, RERA 


plx,y) = = = MCxsy). (2-32) 
AA HE AIF P Bt Taylor BADE ROR 
plx, y) = Cp +. AN -fr Cx). (2-33) 


| 对 于 Runge-Kutta 理 方 法 .计算 并 不 简便. 对 于 简 北 的 
Runge-Kutta 方法 ,我 们 把 (2-9) 的 右 端 表达 式 扩 展 到 售 有 六 
Ain. RAAT RS Spe Taylor 公式 , 求 得 


Ox,ysh)— P+ 2G + 4D + £ Chex + feyt 十 foyP) 


+ OC), 
把 变量 (x.y) 代 人 到 函数 和 它 的 导数 中 ， 另 -- 方 面 ， 写 出 
(2-6) 中 的 导数 mr, RE 


A(x, Y3 D= RGH 


+$ E Ga + 2fef + fpf + hl, + BIH + OCR). 
对 照 最 后 ;两 个 关系 起 导出 


1 KER « 


gles) 一 (> 一 +) Gee + farf + typ 


一 = Gdr HRD, (2-34) 
这 可 写成 如 下 的 更 紧 凌 的 形式 : 
t 1 , Í ; 
PERDE” (+ — +)r - Hf. (2-35) 


SPA Runge-Kutta 方法 ,在 3.3-5 中 将 作为 更 一 般 
的 情形 来 讨论 的 一 个 附带 结果 ,我 们 得 到 主 误 业 函数 


= E ia 1 ver 1. a a —_— re 
plrsy) soc 576 fsf -+ 388 Cf fey fy DI 
十 T C2fesfy 十 3fsyfsf = 2 十 PL fs (3-36) 
PANETE Cry). 


H. ER 2.2 中 。 我 们 对 于 已 讨论 过 的 一 些 方法 列 出 对 
应 于 方程 y = y SRE. 对 于 这 个 特殊 方程 给 出 
px,y) = Ky, 其 中 常数 下 慎 依 环 了 于 方法 ， 


% 2.2 
Faj Be or XK 
一 
Taylor Rest, (2-7) P rp ti 
简化 的 Runge-Kutta FRE (2-9) 2 = 


#5 wR Runge-Kutta HR (2-113 | 4 — 4 


2.2-6. RAMEE. PTR, SSIES 
2.2-2 (HSER (at RRA SSR BTR RS, 
尤其 是 步 数 较 大 时 . 人 象 第 一 童 一 样 ， 我 们 宁可 用 识 实 误 凑 近 
(UZ AR FA FEE Fh Ek Pe 

FRE Os, gs EMA BP w1, LR 


+ HO + 


fx.) FI OCx, yk) ERER xE [a,b], yE L~, h Shy 
AMM < p 十 1 的 一 切 偏 导数 都 存在 连续 县 有 界 ， 珊 么 在 
(2-31) hoy OCA") 表示 的 项 形 如 OKA ， 其 中 下 是 常数 ， 
191 筷 ]， 我 们 再 一 次 把 由 (2-1) 确定 的 近似 秆 ys 与 对 应 的 
精确 值 yx,) HFR. TAERE 2.2 的 假设 ,我 们 知道 
存在 一 个 请 数 Ki, 使 每 对 于 Xe Ee asja A = -Aos 

lye 一 yrn) | = KAP, (2-37) 
ot FRASER. RSA (2-21). 利用 yn—= yn) + Ca 
BER e。 HIRR, 1E 

Prasa) 一 PC xz, y(4.)54) 


= Dy Cru, yen )3 Aden + > Dey (ays pe 
= [Drs sy xn) 9) + AD yy Cxna Cee A ) len 
+ 5 Oy xn yt (2-38) 


iS y* BE pe) Sy ZH. OAT SCR HT 
p= l, 由 (2-19) SH, O(2,9;0) = flx,~). 我 们 始终 令 
g(x) = (x,y Cx), 
因此 
®,Cxrasylen iO) = pCrn). 
Eth, len| KA’, HE OCMC SRA. 利用 新 的 常数 
天 ;从 而 可 以 写成 
Pras yn) 一 OC easy Cen iA) = Beg len FOREN, 
今后 日 ,9',* 表示 随 方程 而 改变 电 模 小 于 1 的 未 定数 . 
RA (2-21) BAUR (2-31), 我 们 得 到 
Ena ™ en LAL gx, )e, + OKAIT 
十 prsy Ern A? + OKAY, (2-39) 
利用 关系 式 
Fa | pA”, 


+ OF e 


我 们 3 引入 新 的 数 zs, 称 它 为 伸缩 误差 ， 由 此 ,关系 式 (2-39 ) 
aS Re SK 
Saas 一 Gy + Al glx, en 十 plrasyle,))} 
+ "Kh (2-40) 
其 中 K 一 KEK. 把 定理 1.4 应 用 到 关系 式 (2-40), 于 是 
存在 一 个 常数 Kss 使 得 
Es = e(x,) + OKA, 

其 中 函数 etx) 是 初 值 问题 

ex) = glee) + pir yx)), (2-41) 

elaj = 0 

AYA. BEY etx) RRS (eS OF Be. 

RNE EHR: 

定理 2.4. 2 r SEH O(a. y34) 确定 的 方法 的 精确 阶 , 并 
E OCx,y34) 和 并 x,y) 满足 2.2-6 开始 时 叙述 的 条 件 ， 那么 
HY (2-1) RSE AY RES RE E 

= APe(x,) + OTD, (2-42) 
其 中 etx}) 表 示 册 C2-41) 确定 的 伸缩 误差 国 数 . 

对 于 i, y 一 》， 对 已 经 讨论 过 的 所 有 特 瑟 方法 求 得 
prsy) 一 玉 y7。 于 是 对 于 祈 值 问题 六 一 y，?y(07 = 1, ele) 
的 初 值 问 题 化 成 

e fx) = elx) + Ke*, ef0) = 0, 
积分 ,得 到 
elx) — Exe", 
Ai. wT 2.2 中 列 出 的 方法 ， 
Ea = Kheroe Ts + OCAT, 

虽然 绝对 误差 随 * RGB RHE, TA SA RE 
增长 . 

2.2-7. MMOAW SM, 在 1.3-4 中 对 于 Euler 方 法 所 


= 9i + 


证 论 的 Richardson 外 推荐 一 上 0 的 一 般 单 步 方法 , 最 直接 应 
用 定理 2.4 是 合适 的 . 为 了 明确 起 见 , 我 们 用 只 zi 表示 用 
步 长 在 点 x 假设 * 一 a 是 的 整数 倍 》 所 得 到 的 近似 得， 
成 而 方程 (2-42) 可 重新 写成 l 
yir, á) = yr) + Afele) + OCR). (2-43) 
STRAP AAS 44a. beanie 4 gk, He Be hee O 也 不 
1, 求解 微分 方程 ,并 且 写 由 对 应 于 (2-43) 的 方程 ,我 们 可 
以 把 结果 看 成 为 两 个 未 知 量 ?kr 和 elwx) 的 两 个 线性 方程 给 . 
BEH yle, E 
y(x) = pega -4 "p(x oh) + O(S, 
一 gf 

这 个 关系 式 表 示 “ 外 推 ” 秆 (在 《2-44) 中 以 分 数 表 示 ) 近 
似 精 确 解 ， 其 误差 的 阶 超过 方法 的 险 为 1， 由 (2-44), 显然 
2 值 不 能 接近 于 1. 在 实际 中常 澡 采 用 = 一 2， 而 且 以 上 的 
分 析 是 假设 没有 舍 人 误差 .如果 伟人 误差 比 得 上 离散 误差 ， 
便 要 影响 计算 值 yrk). 那么 这 个 外 推 值 就 表现 图 不 稳定 ， 

为 了 得 到 ce, 的 一 个 近似 值 . 使 用 定理 2.4 的 另 一 个 方法 
如 下 : 把 e(w) 的 微分 方程 (2-41) 与 给 定 的 微分 方程 一 起 进 
行 数值 积分 ， 并 且 略 去 (2-42) 的 修正 项 来 计算 e。。 如 果实 
现 这 个 方案 ,看 来 必须 知道 : 

(a) FERRERA EH p(x,y); 

Cb) 导数 f(x,y); 

(c) HADR., AH EMBRET br phar, 

ERAR EF-S UF BREW. CPHRRHEPTERKPR 
ABE). QURCORMIE yv, 代替 真 解 yCx) 而 代入 到 (2-41) 
的 右 端 , 从 而 解 e(x) 具 有 量 级 为 OF HIRE, RATES 
FEE (2-42) 的 误差 项 OCA) 中 . 

土 面 的 方法 实 了 江上 是 希望 不 大 的 ， 尤 其 是 因为 它 还 包 合 


» OF + 


(2-44) 


BRAR ie.) 和 p(x,y)。 由 于 这 个 原因 ,用 单 步 方法 
和 解 初 值 疝 题 的 很 密 现 存 的 方法 都 是 避 开 对 伸 弦 误差 方程 的 积 
分 ， 如 末 任 何 试 图 要 去 估计 离散 误差 ， 通 带 则 是 控制 对 局 部 
离散 误 美 的 近似 计算 .如 果 局 部 误差 超过 预先 指定 的 界限 
值 , 则 减 小 积分 步 长 ;如 困 它 是 比分 许 的 界限 小 得 多 ， 风 增加 
步 长 . 显然 这 个 方法 至 多 达到 对 训 差 定性 的 控制 ， 用 过 个 方 
式 不 可 能 对 累积 离散 误差 有 可 靠 的 数量 虐 的 估计 ， 

沟 了 近世 计算 出 局 部 误差， 现在 介绍 Gorm 和 Moore 
[1953] 导出 的 一 个 简单 算法 . 

令 st 罗 仍 表示 通过 点 (x,y) 的 方程 x = fra) 的 解 ,我 
IA Cray) 出 发 ， 用 PCr 934) 所 确定 的 方法 ,或 用 步 长 4 积 
分 一 步 或 用 步 长 六 积分 二 步 ,可 以 得 到 Ce + 有 的 一 个 近 
殿 信 我 们 用 贡 与 5 分 别 表 示 其 增 量 ,并 且 把 它们 两 个 与 精 
Bae Asyik 进行 比较 ， 


如 果 方 尘 有 具有 PP 阶 , 对 于 一 步 增 量 ,我 们 得 到 
8, = ry 


= AACK yh) 二 hetiplrsy) + Ort) (2-45) 
对 于 二 步 增 量 ,给 出 
1 1 
ĝa 749 (co h) 


1 r 1 i A A 
+i4AO[( xr +h + aps ; 4); 4). 
( 207 2 can wie 


ta 


由 于 
ZA p (2y; = 3 

` +h («9; 3") + (G sy psy) + OG"), 
我 们 有 o 
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1 
8 —taa(s y DED plx, y) + OCR 
2 2 2 
+iso(x+iy z z+ Ža) — +) 
2 2 2 
tO (rt 二 ot; + 3 


x K+ ay plr, y) + oge |, (2-46) 
其 中 2* 是 位 于 2 {x 十 二 外 和 y + Tam{x, Y3 DE 
的 一 个 信 ， 在 3; 的 表达 式 中 ,第 三 行为 OG), 第 二 行 可 换 


成 

1 nals 十 二 sf +a); 4) 

2 2 2 2 

-Fi 
+ (+ ay’ p (= + 1 ,s(x + T) + ORT), 
2 2 2 
由 于 
+ aa(asyi ta) + 2 as 十 二 iss{z +45); ta) 
2 2 2 2 2 2 


= AAC KYA) 
Be 


中 (= + > h, (< + D) = plr; y) + OC), 
于 是 守 出 
Ëj = AACx, 3A) +2 (+ ay plxr,y) 


+ Ort, © (2-473 
我 们 规定 量 
3 一 ör, yik) 一 53 一品 。 (2-48) 
~ 94 « 


对 于 给 定 的 *,y BLA, PR A RY = 上 二 步 计 


算出 的 结果 的 差 直 接 讨 算 5 值 。 WA (2-45) 5 (2-47), 我 
们 求 得 
ĝ = —{1 — 27r) plr, y) + OCAT, 【2-49) 
解 出 ptx,y), BALRA aR SBA. 这 
个 结果 可 综合 成 : 
定理 2.5. 在 定理 2.4 的 条 件 下 , 主 误 差 函数 满足 


pxsy) 一 一 gh PsA) +O), (2-50) 


其 中 Or. yh) JE (2-48) BAS. fA a 的 定义 推导 
PSSST Richardson Sh PEER IRA EIB. ital 
BR ATO RBA TE AR ER 

2.2-8, EPR. 对 于 某 些 微分 方程 ， 尤 其 是 由 物理 问 
显 引 起 的 那些 方程 ， 用 定性 方 东 能 预 佑 出 其 解 在 狸 立 变量 某 
芭 范 国内 和 多 有 十 分 光滑 的 性 态 ， 而 在 其 它 范围 岂 几 乎 没 有 光 
少 和 性 ， 星 际 导 弹 轨 道 便 是 一 个 例子 ,除去 在 天 体 的 附近 以 外 ， 
它 是 范 滑 的 .在 这 样 情形 ， 对 独立 变量 的 整个 范围 用 局 一 个 
a 值 来 进行 积分 是 不 合理 的 . RME EE 2.2 和 2.3 的 
结论 来 处 理 这 种 情形 . 

假设 真实 使 用 的 步 长 为 6(x}#, 其 中 基本 步 长 4 是 常数 ， 
HA OCDE HOG) <1, cele, 81 的 * HORE 
数 ， 我 们 重新 规定 节点 x 为 

Xo = Gotu, = Tn + OCx, A, n= O51,42,°+°. (2-51) 
由 bx 的 假设 推出 ，。9(x) AAT SHH, Bh OR 
c > 0, ROC) Scr, amas bey. eRe 
Xa tach: 

因此 对 于 每 一 个 > 0, ERM le, 6] 上 的 积分 仅 需 要 有 限 
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Me 
近似值 y* 是 由 公式 
Yapi 一 Yn F OC xy ADC ans Yni OC ee A) (2-52) 
生成 的 . FRITS Sd ce 2.2 的 如 下 定理 : 
定理 2.6. 令 位 于 (2-19) 中 的 函数 Ox, ys A) 满足 条 
{F 
[Cx ye) hO) — ACe ye) 40x) | < NA, 
(2-53) 
gH (2-52) 确定 的 值 y。 仍 满足 . 
ly. — Crp) | SR NE,Cx, — ah’, x, E [ab], (2-54) 
证 明 完 全 类 似 于 定理 2.2, KE. SHRM ER 2.4 
的 定理 : 
定理 2.7， 信和 (zyy358) Mis, y) 满足 定理 2.4 的 条 件 ， 
itt C2-52) 确定 的 近 伺 解 Ya 误差 cn 满足 
En 一 e( aye? + OCA), x, 619,46], (2-55) 
HEA Ye etx) 是 由 
ea) = 0, 
e’(x)} = pixel + LEC) plr, yC) C2-56) 
MER. WARDE 2.4 的 证 明 作 一 些 修 改 ， 固 此 留 给 
读者 去 做 . 
2.2-9, ABFHs ”数值 例子 。 如 果 杰 积分 的 微分 方程 
形 如 
l y = gl«)y, (2-57) 
BD Aa ESTR”, UBT LA — ee Se a i. 如 果 增 量 函 数 
Dlx ,ysh) 保持 线性 (对 本 章 讨论 的 所 有 方法 者 成立), 那 和 公主 


D BRI aie A EARRA 来 积分 :但 山 于 数值 的 基 的 ; Skea ee 
— BER ot Te a pae Ei ESA EA 


+ ' «= 


误差 函数 关于 > PERE. 我们 可 令 
POX) = 中 (27y， (2-58) 
Ti) rh Ae Re BAR eC x) ME 
etx} = glee) + [6D by G@), C2-59) 
除去 yee = OSE ALE. RIEAN RS r(x) 
Al 


r(x} 一 ony (2-60) 


把 elr} = rley Cr) RAB (2-59), FB 
r’CayCe) + rtx)y' Ce) 
— glar lady + (66) Pb Ce) y Ce), 
由 于 《2-577， 则 简化 成 
r(x) = [0 C) ] ox), 
并 且 我 们 立 得 
re 一 | eGreec ae. (2-61) 
Ait Fa ay 38 BY OR Rf 9c Re AARAA (ET BT A D PET eR 
X. 
作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 方程 y 一 一 16xy 的 积分 , 在 初 
{ei REP 
yO —0.75) 一 208g pN? 一 人 .0022159242 
下 ;对 定 步 长 使 用 Runge-Kutta 方法 ,其 精确 解 为 
ye) 2b te 
A) S RRE, 9 e = —-16, & 
f(x,y) 一 oxy, 
Fir, y) = Ce + ery, 
F(x y = C3 ctr + ety 


i 


D Rees ode FL ae 的 现 数 志 { 国 家 标准 局 [1942 了] 
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Potres y) = C30? + Gar + c's" Dy, 
FM Ce sy} = (15er + 10c4z3 + ery, 
由 《2-~367)， 我 们 求 得 


plx,y) 一 t. C15ex + lbet + oxy 


2880 

一 = ex(3e* + oea? + ctxt )y 

十 5 (ete? — o)C3c%r + iay 

二 rg las 一 lre + ety 一 一 = Y. 


于 是 给 儿 的 主 误差 函数 正如 所 期 望 的 那样 ， 它 瑟 是 > 的 
RERS. M (2-61) 容易 得 到 


r(x) = 一 Kaa Cx — af} 
720 ° 


HH a = 一 0.75。 Bibs PM, 相对 误差 在 以 厌 扎 为 对 
称 点 上 近似 相等 . 由 于 精确 解 也 是 对 称 的 ， 故 对 于 绝对 误差 
State wir. 因为 r( 土 ae》 一 0, 所 得 y( 一 a) 具有 四 阶 
J 以 上 精确 度 ， 

在 表 2.3 中 ,我 们 给 出 用 步 长 # = 2, 对 于 pp 一 4(1)9， 


=Æ 2.3 


~02693857)0- 02694366/0 -00222524 
„0269908530 - 1209622710. 199433000. 12096274610 .0269909910.00221520 
„026995150. 1209837210 .1994684 3/0. 120943770 026995 1610.00221593 


0 12069994/0.19599916/0.17069933)0. 

g 

0 

0.026995 460 . 1209952510, 19947096]0. 1209852510 0269953 46/0 .00221592 
Ç 

ù 


-02699545/0. 120985350. 199471130. 120985350 026995 4810 00221592 


-0269954810 , 120985360. 199471140. 120985360 .0269954810.00221592 


n-p =Y 


og000000"0— d ca000000"0— | 8zr00090"0— | 699000000 一 | sz=naooa'o— | 680000000- kpg PH a 
- = 
it = ¥ + 
zgcz00000 一 | gzhciono’o— | 359790000 一 } 96191000 f zezg:00070-— | TREETCUDO f samy 
SLD 50 一 üs- x 
un = — _— py a se SS a 


0000000"0 00000000" 人 000000 全 的 600090 g 10000300 y 0009000 o 

0909000000 "6 00000000 全 TO00000 全 TO000000 0 T0000000°0 100000000 9 
Z0000000 d z0000000 "0 ZI000000 0 T1O00000°0 btOode00"0 RTOOOODN' Ù £ 

部 000000 0 ¢£000000"0 £8T00000°D FSTIOOOOO BIsOH0D0"O T 蕊 的 000 A 9 
80900000 人 ór r 000000 £f6z0000'0 TTe20000"0 196+ 0000°0 PISEO00D 0 £ 
te6n0000 一 各 [5000020 一 oszfr 000 pooszooo'o~ | 9856200070 一 | 26TebO00 a pmd ， 
te T x i 


coe 


Fz & 


计算 出 对 应 于 ?x 一 一 0.5C.25)0.75 ROE ya. 每 一 列 中 
最 后 的 值 与 精确 解 所 给 出 的 数字 是 一 致 的 . : 

在 表 2.4 DRA IRS Shi MES 

ea = Atran plan). 

在 表 2.3 WRAAE, BRABUS HE TERREN 
止 证 明了 在 = 一 0.75 SERS Eee. 

为 了 使 于 比较 ,我们 在 表 2.5 中 给 出 用 Euler 方法 (1-1) 
和 改进 Euler 方法 Q2 一 10b) 得 到 和 的 对 局 一 个 初 值 问 题解 的 近 
似 值 的 误差 .对 于 Euler 方法 ,我 们 采用 步 长 4 一 2, 对 改 
BE Euler FE, WAKA 279 这些 步 长 村 求 像 用 步 长 
4 = 2 R Runge-Kutta FE-PE ARR Kx, vy) 的 求 值 次 
数 ,对 于 全 部 所 考 起 的 * 的 值 ,有 Len) < 107%, 


2.3. 一 般 单 步 方 法 的 舍 人 误差 


2.3-1. 一 个 先 验 党 。 我 们 仍 用 1.4-1 中 所 做 的 假 没 ,并 
且 继 续 使 用 那里 引用 的 记号 。 如 尼采 取 定 点 运算 , 代 蔡 (2-1) 
中 的 数值 近似 为 满足 关系 式 
Pon = Fn + CABG, Faih" (2-62) 
Hp 6 Bar OHS AJR WARES OME EIU. 我 
FIE (2-62) 写成 形式 
Fags = Pa + APC a Pa5 AD 十 Enpi (2-63) 
其 中 
Ent = CAD tes Fah)" — AOC tas Fn h) (2-64) 
是 局 部 舍 入 误差 ， 如 前 ,把 ss 看 成 是 固有 误差 
Pau = AL Beas Fash) 一 PC xa Fa34)] (2-65) 


13 fhe — ae Rb eeeih, 所 号 abe RR a t nh MS, Hn 
a = Ülger fc — ab 上 
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HJAR 
maga = (Alans Paih)" — ADC xa Yeh) C2-66) 
的 和 . 
本 节 将 建立 累积 舍 人 误差 r, = Jn 一 Ya OR, 在 单独 假 
设 
leal =E, 12- (2-67) 
下 ,其 中 # 为 常量 。 从 (2-63) 减 去 理论 上 近似 的 对 庶 的 递 推 
关系 式 《2-1)， 求 得 
Fag, = fa + AL DC Pn) 一 OC tar 7054) | + En4i. 
(2-68) 
如 果 工 表示 方法 的 Lipschitz Hy BX, HT (2-15) K (2-67), 
我 们 得 到 递 推 不 等 式 
lra] SC AALY +. 
利用 引 理 1.1, REIN PER AH, RII]: 
定理 2.8. meee PCr, yi 4) 满足 条 件 (2-15)， 
和 并且 局 部 舍 人 误差 人 区 (2-67) F” RBA RRE AR EAE 


Irai < = Elas — a), arb, (2-69) 


对 于 各 种 特殊 方法 的 常数 工 值 已 在 2.2-3 中 给 出 . 

上 述 结 日 的 章 尽 在 于 估计 式 (2-69) 不 依赖 于 常数 入 和 
户 ， 而 它 对 计 方 法 的 离散 误差 具有 代表 性 .这 就 说 明 仿 人 误 
甘 的 传播 与 方法 的 离散 误差 没有 关系 . 

2.3-2. 累积 会 入 误差 对 局 部 俯 入 误差 的 售 蒜 性. BR 
嫩 计 式 (2-69) 在 理论 上 有 价值 ,但 却 没有 多 大 的 实际 意义 , 因 
为 它 是 基于 这 样 的 非 现实 假设 之 上 ， 即 所 有 局 部 误差 取 它 们 
的 最 太 值 并 且 总 是 系统 地 互相 加 大 . BA. 每 一 步 都 采用 
了 Lipschitz titr (2-15), 这 就 大 大 超过 所 提 及 的 两 个 量 之 
间 的 真实 偏差 . 
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作为 对 使 人 误差 较为 实际 估计 的 一 个 基础 ， 我 们 研究 它 
对 局 部 伟人 误差 的 依赖 关系 . 我 们 的 目的 是 从 所 给 关系 式 
(2-68) 出 发 ,导出 类 似 于 《1-64) 的 一 个 关系 式 . 仍然 假设 
E p 十 1 阶 的 连续 有 办 导数, 我 们 有 (因为 p 之 1) 
D(xas Faih) — Olen Yah) 
= Den anA) ret Dyyl ays yt sh Ta — Bey 


-7T Dyslensy tih) SPZ E, (2-70) 


其 中 和 六 65 yt? 是 某 些 中 间 值 .把 ©, Fe A Fe eK eT BA 
@Cx,yi0) = Hxr,y). 
& g(x) 一 了 (x,y(x)), 我 们 求 得 
Py x, pyro) SR) = Blan) + AD, Cras rn ) ht), 
Fro At ck, 
为 了 得 到 有 效 的 结果 ， 必 人 须 令 局 部 舍 入 误差 的 界 £ fein 
FRR RIF A: . 


esi KAT, A <x hos (2-71) 
其 中 8 和 下 均 与 #4 和 4 lT., ROR 
Natt! <= 6, (2-72) 


其 中 六 是 出 现在 局 部 离散 误 凑 界 《2-19) 中 的 常数 . 对 于 一 
切 充 分 小 的 值 , 仪 当 4 志 p 时 ,方程 (2-71) 5 2-72) 是 相 
FH. 

当局 部 舍 人 人 误差 支配 局 部 离散 误差 时 ， 以 上 假设 都 是 含 
适 和 的。 如果 这 个 方法 精确 到 使 得 局 部 离散 误差 小 于 基本 单位 
a, HRB AHR EE. 

根据 定理 2.2, 2.3 和 2.8, LL ER PRE 


aa B 
| Fa 一 Yel — fral = - E =— AIKE, 


+ i 


13, 一 wx 一 1r H ent <= E = 24KE, x, € 14,6) 


RAH E = Els 一 e). PMAR OWNER, 
于 是 由 《2-707 推出 
PC rer Yash) 一 Pl rank) = gxa)rs + OnE Ks 
其 中 |6,| <1,2—0,1,--+, 并 且 
KK 一 ME + 2 BIKE), 
2 


于 是 (2-68) 可 换 成 关系 式 
Tas te F Ag rte 十 日 -ER + Cea. 
7445 1-63) 是 相同 的 ， 只 不 过 待定 量 ss+， 取 为 持 定 量 
Oa A6K, + Eu BR 1.4-3 一 样 ,导出 


Fa = ry 十 rP, (2-73) 
其 中 
ri = > a mB C2-732} 
mæ | 
rD 一 EK >) dumm (2-73b) 


KK dam He HERB (1-65) 确定 UR g(x) 一 了 (x 
y(x})], 正如 1.4-3 中 所 指出 的 ,它们 满足 
i dam = dn rs) 十 OCA), 
其 中 
dna) 一 eet erm, G) — | ede. 


ra 的 分 量 r 称 为 累积 舍 人 误差 主要 成 分 . 它 是 用 Euler 
方法 对 线性 方程 y 一 g(x) MRR BHR eS. wR 
局 前 误差 相同 。 如 果 函 数 mtx) 由 (1-72) 确定 , 便 有 


h D) dana = mC) + OCA), x. Elad]. 


« 103 e 


对 于 充分 小 的 天 值 : dam > 0, WER (2-67) 成 立 ; 这 就 
导出 


rP} em) H OY Ge -74) 


分 量 r? 称 为 累积 使 人 误差 的 次 要 成 分 .: 我 们 把 它 的 出 
现 归 结 为 所 给 微分 方程 的 非 线 性 以 及 用 别 确定 方法 的 复杂 
性 。 但 是 ,利用 .上 和 面 推 理 , 导 出 
|r} < ek {mle + OGN. (2-75) 
(2-74) Ml (2-75) 的 结果 表明 ， 在 局 部 伟人 入 误 症 支配 局 
部 离散 误差 的 假设 下 , 当 上 一 0 时 ,累积 的 主要 会 人 误差 支配 
累积 的 次 要 会 入 误差 . 对 所 有 单 步 方法 ， 主 要 伟人 误差 的 传 
HEEL HATS. : 
23-3, TERREA RENER. 对 于 十 进 制 
《或 二 进 制 ) 定 志 运 算 ,假设 (2-67) 是 适当 的 ,这 里 参与 计算 的 
折 有 数 都 是 取 相 同 的 精确 度 ， 为 了 放宽 这 些 严 格 的 假设 ， 我 
们 用 以 下 更 一 般 的 条 件 来 代 兰 (2-67)， 
le, | < eplxn). (2-76) 
这 里 p(x) 为 已 知 非 代 的 * 分 眉 光 清 函 数 . 上 面 所 提 到 
的 性 质 是 指 区 间 [a,b] 可 划分 为 有 限 个 子 区 词 , 滑 数 pe) 在 
每 一 个 子 区 间 内 是 连续 的 且 有 连续 导数 ， 并 且 在 两 个 端点 处 
PARR. © 仍 服 从 条 件 (2-71) 及 (2-72), Æ 2.3-5 中 
安排 了 条 件 (2-76) 的 一 个 应 用 ; 在 3.4-8 中 讨论 了 浮 点 运算 
的 另 一 个 应 用 
下 果 要 对 rD 作 伍 计 , 我 们 必须 佰 计 和 


a 4 
m, =A >> OarmpPms 


其 中 pm 一 Pam. 我 们 通过 建立 一 个 差分 方程 来 求 关于 m, 
的 近似 表达 式 。 如果 p(w) CE wm, 处 器 微 ,从 而 利用 C1-55》， 
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A 
Myr 一 Me m A > dtmpm 一 >, dampn} 
mz 1 W= 1 


am i; {dats rnp + > Cdeaiem 一 dm) pmb 
， m= ti 


一 上 | Penn) + gla, dh > dempa} 


一 Ai plea) + g(x, )m,} 4 Oh). 
最 后 关系 式 可 以 看 成 试图 用 Eue FRESE 
m'(x) = glx}m(tr) + plr). (2-77a) 
RERI. Rial [ac:2] 可 划分 成 有 限 个 子 区 间 , pio) 在 
每 一 个 子 区 间 内 连续 .利用 定理 1.4, 从 而 在 每 个 子 区 间 工 ma 
近似 于 《2-77a) 的 一 个 适当 的 解 。 由 此 导出 


Ma = mxp) + OCA), (2-78) 
其 中 mli (2-770) 的 连续 解 ,和 且 满 是 - 
mla) = ÙQ. (2-77b) 


注意 到 一 OCs), 我们 得 到 

定理 29. 如 果 局 部 舍 八 误差 是 以 (2-76) AAR, 其 中 
p(s) DEC A e WEAF (2-71) (2-72), BBA 
累积 舍 入 误差 满足 


Inf < = {mCxn) HOY}, x2€[a,4], (2-79) 


其 中 m (x) HA (2-77) 所 确定 . 

2.3-4, i tH. 由 于 在 1.6 中 所 提供 的 数值 结果 ， 我 
们 一 定 会 料 到 除去 很 简单 积分 外 ,实际 上 界 (2-79) KAR 
HAEHAA RZ. 用 1.5 和 1.6 中 引入 的 统计 方 汪 ,使 可 求 
数值 积分 中 真正 所 期 望 的 关于 售 人 误差 的 大 小 的 真实 结论 - 
我 们 和 仍 引 用 将 局 部 合作 误差 君 成 随机 变量 的 假设 . 为 了 试验 


" lus » 


福地 验证 这 个 假设 ; 象 以 脑 一 样 ,我 们 通过 改变 初 值 条件 来 得 
到 对 同一 -个 微分 方程 的 许多 解 . 

在 涩 用 这 个 假设 上 时， 无 震 假 设 所 有 局 部 舍 入 误 送 是 随机 
变量 ， 如果 局 部 误差 有 一 个 成 分 不 是 随机 变量 ， 这 个 成 分 但 
可 分 出 去 并 用 前 几 节 的 方 社 来 单独 地 估计 .和 但 是 ， 为 了 简化 
记号 ,我们 急用 em 表示 局 部 误差 的 随机 部 分 . 

ZER- E, RBIF E ss 有 一 个 已 知 的 分 布 . 
利用 1.4 的 结果 ,， 从 而 我 们 确定 直接 依赖 于 sw 的 累积 舍 人 误 
F ry 部 分 的 近 氢 分布 【关于 r? 一 般 不 可 能 有 统计 结果 ， 
因为 币 有 理由 把 9. 当 作 随机 量 》， 但 是 , 考 虐 到 一 般 性 ,我 们 
将 公 许 爸 八 误差 的 分 布 可 逐步 地 改变 .有 明确 地 说 ,我 们 假设 

|ECEm)| < pplxm), 

var (Em) = PRC Em) 

其 中 p(x) A gw Lash] 内 已 知 非 负 分 段 光 消 函 数 , 非 负 量 

£5 和 5 各 假设 与 * ewe. BRAT (2-67) M1 (2-71) 而 
HERMIT A, 
如 果 


(2-89) 


FE 
rD — dumma 


w= } 


利用 C1-94), 有 
ECD?) < a> dampa 一 my 
或 者 由 于 (2-78)， 
(EGP) So {mC x4) + OAD}. 


SOAR Em GbE BRAT RY, AH (1-95), 我 们 求 得 累积 误 营 的 
DS 2E 


var Cr) =o F) mfu 
wear 1 
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从 而 变 成 去 寻求 和 


vy 一 天 > damm 
的 一 个 近似 值 。 GF 1-67), E v, 对 于 xn&€ led] RAF 
的 . 


如 果 aCe) 在 点 zx 一 xs 处 连续 ， 再 利用 dee PERJE 
方程 (1-65), 我 们 求 得 


wet 


Pog. Uy = A {3 drman 一 >, d? mgmt 
m= 1 


wm= 1 


一 天 [dass + 5 (dirsm 一 Bam Gmt 
t= ] 

一 h lanas 十 >) Cd tom — damd datin 十 7 
m=] 


= h {gr + AEC) D Bm2 + hEn 
利用 g(x) 和 v, 的 有 界 性 ,于 是 


Puti ~ Ën ~ Ai2e(x,)vn -+ Jait 十 OCA"). 
根据 定理 1.4 推出 ,在 ?kx 连续 的 每 一 个 区 闻 内 ， 


vy, otra) + OCA), (2-81) 
其 中 Vtx) 是 微分 方程 
vs) = 2e€e)ele) + glx) (2-82a) 


的 一 个 解 . 把 在 ga RER ALAR A Ee, Mit Fe 
出 (2-81) 在 整个 区 闻 [a; 5] ARIZ, WE v(x) 是 表示 《2- 
82a) HES SEO TAH Be 
s(a) 一 0, (2-82b) 
REET RAE PE. 
T2168, 令 局 部 会 人 误差 sn AEE 2.9 Ra 


» 167 + 


随机 变量 旦 令 它 们 的 期 望 值 和 方差 满 尾 《28 加)， 黄 中 ,PCz) 
和 ?4 为 分 康 光 谓 函 数 ， 那 么 累积 舍 人 误差 的 主要 成 分 ya 


EOD) < Edme), (2-83) 


var (r2?) = s Lelen) + OCA}, E Earb], (2-84) 


其 中 mx) A eCe) 分 别 由 C2-77) A (2-82) 所 确定 ， 

这 个 结果 进一步 证 明了 早先 的 结论 ， 即 单 步 方法 的 人 铭 人 
误差 不 以 任何 方式 与 方法 的 截断 误差 有 联系 . 

2.3-5。 邵 分 双人 悦 位 精确 度 . 减少 会 人 影 吓 的 一 个 方法 
是 完成 所 有 的 计算 采用 双 倍 位 精确 度 。 从 理论 观点 来 看 ， 这 
完全 相当 于 以 基本 单位 ORB 使 爹 人 人 航 小 化 的 另 一 
种 措施 ， 是 使 用 所 谓 部 分 双 倍 位 精确 度 . 这 是 一 个 简便 的 计 
算 方 法 ， 用 很 少 代 价 靠 路 微 增加 一 些 因 有 误差 使 可 总 体 减 少 
引入 误 差 ( 把 它 看 成 局 部 会 作 误 差 的 主要 来 源 }。 这 是 人 通 过 用 
双 倍 位 精确 度 计 算 y。 来 达到 的 , 而 所 有 其 它 量 用 单 倍 位 精确 
度 来 计算 .和 前 面 一 祥 , Ri a FORAGE x, 都 是 精 区 的 
单 倍 位 数 . 

象 前 面 一 样 , 用 z* 表示 【 单 倍 位 精确 度 ) 数 > 合作 后 的 
值 , 部 分 双 倍 位 精确 度 的 算法 由 

Yo = ¥o> 
Far = Fn thx, F554), n m 0,1,25°-- 

H 这 里 F, 是 双 倍 位 精确 度 的 数 . AAEE 
点 是 : 

(i) ÆR Af TESA ALEEA mi Fe Es 

GD RF, FAAORARAA oi. 因此 对 计算 
T Fe BAW al 94 AR bh EA E Ee 

+ fie 


(2-85) 


Fee AGRE cnn. 规定 为 
Farı — va + AP Cxas Fas A} + 8,415 
于 是 在 自前 的 情形 ,我 们 有 
Enp = ABC x, F A) HDT, Tash). 
为 了 佑 计 som， BTS 
Enp 一 ALPE rni FAA) OC x, VAA) 
+ ALD xa s¥e34) — PC tas Fah l- (2-80 } 
iAH AMR OP AAIRE 4} THe ew o>, 
那么 有 
lena | KATH = ALus 
或 者 更 精确 地 ,有 
\naal' SAS + > hul gle) + OCA), (2-87) 


MEREN OC(#), 最 后 的 关系 式 合 具有 (2-76) 形式 , 其 中 
e=A8, p(x) =l + > “ad glr), 

RAA (2-86) 还 可 作为 绕 计 处 理 的 基山 CR RRR 

差 充 分 小 :我 们 就 有 
Dros Fi) — Ole, Fash) = Ble, CVT — Fad) + OCA), 
其 中 gD =—£0e,.7@)). itMAHaRiRe yt 一 yw 表现 
为 具有 二 函数 FLOORS (A 1.6-1). me 更 一 
© 也 作为 随机 变量 ,并 假设 它 为 
LECE — O)| S mu, var (S — ©) = Pw, 
Hp m A s? SBE AO BBA Enn E LEE, 使 得 
#j 
(ELEn) | S Amu, (2-88) 


D WET ept, RTR =F =F, 


斗 且 如 果 变 量 生 一 旬 和 入 一 都 是 独立 的 ,那么 存 


varl 6 pu = A G + = sx.) ) s’ Oph) €2-89) 
Hibs WSR Ree AAR Re RAIS 
算 , 局 部 侈 人 人 误差 的 方差 是 依赖 于 * 的 . 我 们 注意 到 ;局 部 误 
差 的 方差 的 阶 为 Ai2a2， 这 就 说 明了 比 通 常 的 单 倍 位 精确 度 改 
wT em. 了 从 而 黑 积 爹 八 误差 的 标准 偏 症 减 小 了 与 * 同 价 
的 一 个 光子. 
2.3-6。 变 汕 长 。 向 下 来 的 是 讨论 对 以 下 情形 中 的 舍 入 
误差 的 传播 , 鳃 由 公式 
Pep, =X, + OCx, Jh €2-90) 
计算 出 一 系列 节点 ,其 中 9tx) 是 与 或 # 无 闫 的 正和 的 分 段 连 
Smee. 如 前 ,我 们 假设 数 x, 都 是 可 以 精确 计算 出 来 的 .这 
个 要 求实 际 上 限制 OC) 为 分 眉 常 数落 数 类 .但 是 ,实际 上 妆 
步 长 改变 时 便 谊 常 这 到 这 样 情形 ， 
从 精确 关系 式 
Yas = Ya 十 Ox AP Cras yn OC AD 
减 去 数值 所 满足 的 对 应 关系 式 
Foti = Fe + Ora DAP ra Tas Cen A) + Satis (2-91) 
其 中 ss+ 表示 局 部 舍 人 误差 , 我 们 得 到 累积 售 人 误差 的 递 推 
RAK. EA 2.3-2 中 一 样 进行 线性 化 ， 并 且 对 so+ 用 同样 
的 假设 ,我 们 求 得 
Pott 一 ra + OCH, ele are F Rapis (2-92) 
其 中 


Nott = Enp + G48 Ky, 
进一步 的 分 析 类 位于 (但 不 完全 相同 ) 14-3. 对 于 任意 
HI nm 值 ,假设 
Pa = >) a: rs (2-93) 


+ 110+ 


把 它 代 人 人 到 (2-92》, 我 们 发 现 系 数 dum A E 
dayap ™ lon 0,1,2,0, (2-94) 
datim ~ dym F AK eC xa arms 
m = lait ss, m= m,m +t dee, 
利用 定理 2.6 推出 
dnn T dair d + OCR). (2-95) 
其 中 
de) 一 gjd nE), dulxm) — 1. (2-96) 
为 了 后 验 界 和 统计 工作 ,我 们 必须 计算 和 
Ma = A 5 damm» (2-97) 


其 中 po = pro) pLx) 的 规定 如 2.3-4, 利用 关系 式 (2-94), 
FARRAR 
Mya, = Ma 十 ALOC x, IEL ry), + ple.) + OC, 
MALES 
Mati 一 Ma + Olax AL Els, mm, + 60x, ) ele) ) + OCA), 
利用 定理 2.6, 推出 
m, 一 mlx.) + OCA), (2-98) 

其 中 

m (x) = glx)m(«4) 十 日 (x) ple), ma) = 0, (2-99) 
a TEE E RR RSWHS. BER 


Pa =h >) dimms (2-100) 
m=} 


其 中 gme 一 grm). $n 2.3-4 FABRE RB, RP IRS 
Past 一 pn + ALOCE eCare + g(x, 1 + OCA), 
这 个 关系 式 可 以 写成 形式 
Cea 一 Pa + Ox JALEC en + OC ELl + OCA"), 
并 应用 定理 2.5, 推出 


> Lj] >» 


v, xs) + OCA), (2-101) 
其 中 l 


Cx) = 2go lr TF Olegi, vlc) = 0, (2-102) 
一 且 计 算出 和 《2-977 55 (2-100), 便 如 同 2.3-3 A 2.3-4 
一 样 进 行 讨 论 ， 从 而 我 们 得 到 如 下 的 最 终 定 理 。 它 概括 了 本 
“A A x BPs AU) Se ce BR 
定理 2.11. O48 Grasya) 是 由 (2-52) 确定 的 ， 并 令 局 部 
& RZ RE (2-76), 其 中 5 使 得 (2-71) 和 (2~72) 成 立 ， 
WARMA ARAME 


lr, | < = {mC en) + OCA)}, «€ [a,b], (2- 103) 


其 中 mba) (2-99) 确定 . 此 外 ， 邵 果 局 部 舍 人 误差 是 满足 
(2-80) 的 吉 相 独立 的 随机 变量 , BARRSAREN EE mM 
iy rh jz —— TP SHALE & .F+ A 


EGD) < =i m(as) + OCAD}, (2-104) 


var (FP) 一 z [o(x,) + OD], r Elab], 


= (2-105) 

其 中 maA E, eGo Ay (2-102) 确定 . 

E mR ec) ROSE SST GO, GRRE 
小 从 而 8Cx) AAR BY RRS A R Be ey E pe E MAR 
的 步 长 的 区 域 来 得 大 ， 

2.3-7. 数值 倍 子 前 节 的 结果 实质 上 是 依 玫 于 把 局 部 
合 入 误差 寻 理 为 随机 变量 的 假设 ;并且 这 些 结 取 涉 及 到 方差 ， 
这 就 必须 恨 设 这 些 变 量 都 是 独立 的 . 我们 将 给 出 一 些 数 值 上 
的 证 据 漆 支持 这 些 假 设 , 而 不 是 试图 去 证 明 这 些 假 设 . 

选取 初 值 问题: 

y — —ióry, 


¥C—-0.75) = yoa = YooCl + GA), ¢ = 0,1,°--,9—1, 
的 数值 积分 作为 例子 ,其 中 
Yoo 一 0.0022159242 - 27, 
A= i. 278, 
3 


O = 506, - 
AA CL) 了 改进 Euler FORE CIID Runge-Kutta FRE. 

对 应 于 初 值 为 yo 在 点 ze 处 的 数 信和 和 理论 近似 值 分 别 以 
yo 和 Yma HAIR. 

我 们 首先 假设 各 是 曾 定 的 ,一 2 ， 并 且 和 郑 感 在 不 同 的 
«fe bee ATR. 用 二 进 制定 点 运算 tr 一 2), 很 自然 
BO Rika AiR OE OF, Ce) 确定 的 是 定 的 矩形 分 
布 ( 见 1.6-1)。 代 市 推出 


EEn) = 0, var(e,) = 5 f” 
TASS BR ST E AAA 
EC a) = 0, varCr,) = T eV Cee)» 


其 中 
oC} — —32x0Ce) +1, ef —0.75) = 0, 


在 表 2.6 中 给 出 eC) 的 值 (由 数 信 积分 求 得 》. 
在 表 2.7 (也 可 见 图 2.2) 中 对 这 些 预 倘 信 和 与 由 公式 


人 各 一 上 
E(r,) 一 5 SS Cina 一 yng)s 


1 < 
var(r,} = 5 >| (Yaa 一 ECT Y 


BUR HTT RS ea See ERS. RA {Boyne 也 可 
RTS, (ARERR. PER 


+ lli» 


0.25 | 0.50 


133.0 


Ya — 0.50 -- 0.25 


预 估 0.a je 0.00 


0.00 
HCE rpa) o i 0.71 3.37 0.04 
方法 i 1.05 5.02 0.05 
预 佑 34.6 707.7 0.3 
n yari Fad (2 I 42.6 B44.1 Ü. 
HIH 41.6 842.2 0. 


Hi2.2 Runge-Kutta YAHA A HH 


Æ, 在 x 0 RATS KR. BH ME xm 0.75 
hE. GUE MBit Lama. 
保持 GEM LE ~ 变化 ， 也 可 以 研究 在 一 个 固定 的 什 x*。 


#4914 >» 


上 把 数值 y,,s 的 仿 差 作为 不 的 一 个 隙 数 .。 E xe, = 0 Sb PS 
eA | 1 
ua yar Crp) = 到 rei 361.1, 

在 表 2.8 中 试验 值 是 用 改进 Euler 方法 来 计算 的 。 对 于 
大 的 不 信 , 结 昌 并 不 很 好 ,但 随 著 * 减 小 却 变 得 较 好 . 这 可 以 
用 以 下 事实 来 前 明 , 即 在 上 面 的 分 析 中 ,局 部 舍 人 误差 假设 只 
BeslAik#. 雪 关 一 0 时 ,这 是 渐 近 好 成 立 的 :但 是 ， 对 于 
大 的 万 值 ,固有 误差 却 不 能 完全 忽略 . 


表 2.8 


A 2-* 2 


1925.9 | 3851.7 
2304.6 | 4556.0 


481.4 962.9 
848.9 | 1389.7 


预 估 


a tyvarr) Fam 


2.4. KATIE 


2.1 
i. 解 初 值 问题 


F J 。 
一 一 一 0) = 6, 
7 1 — 0.2 cosy” y0) 


在 区 间 [0,20] E; 


(a) 末 用 政 进 Euler A, W A = x/5; 
(b) S¢FAPOR?r Runge-Kutta 方法 ,了 有 取 有 一 22/5, 
[€a} Ye = 6.27246, -Cbh)ys = 6.28176. J 
2. 证 朋 使 用 改进 Euler DRS CU GAR KR RRO He 
y — — Jax, a 
3. RRA 
Yarı — yo — 2 BEfCxos yo) + Gentian] 《2-106) 
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Hie .一 个 单 步 方法 ， 虽 至 右 问 出 现 yena (ET Ar ie Be 
RM Oo. BERR (2-106) a, 并且 这 个 解 是 
形 如 Vat, = Yan + eñ 十 eh’ -+ :的 展 式 ， 试 兢 定 这 个 方 
法 的 阶 . 
4. EBAR | 
Yati = Ma 十 LAK anya) + DH E PITE Vat) + Af rarya) ] 
fae ATA 8B H ERR 3. 
5. & glx, y) = Gry) — fe + ff. WEAR E H E a Be 
1 1 1 
DOs;h) 一 f(x,y} + ra (x + hay + 4 hj(s.9)) 
确定 的 单 步 方法 的 阶 为 3, 
6. 252 H 
i 1 1 
OCx,y3,4) 一 AG + “pg Re + Eg Ad (2595 4 a)) 
(2-107) 
确定 的 单 步 方法 ,其 中 驯 表示 另 一 个 增 量 函 数 ， 对 于 二 次 连 
续 可 微 函 数 s(x), 利用 
_ xk _ 1 1 ar 
Ā \" aCr ade s(x 十 > 外 + 4" (EJs 


其 中 <c Exe +A, 证 朋 : ”如 果 由 (2~107) AGERA ERY 
阶 为 正 , 那 么 由 (2-1072 确定 的 方法 的 阶 至 少 为 2。 
7. WÈ zt 由 i = REEMA RBA 


_, [1+4 1 3 2 
, aCe) dz P z(x) zix 3 


1 3a”! 
+ 316 az CE), 
其 中 x 二 二 x 十。 如 果 由 增 量 区 数 了 了 确定 的 方法 的 阶 至 


OA 2, WEA 


+ 116 + 


PCr,y:h) = (x,y) 十 2 g(a + Ža, 
2, 2 
+218(z, ; 2 5)) 2-108 
y A ry 4 2 


TATE A HB Bb og 3, 
a= BAER EAB HE. ee waa E LO, 
l K = T, 257-7 “a v), C = 0, 并 旦 整数 名 使 得 对 任意 充分 可 
GRA RE x(z) ,可 选取 一 个 数 EE Cre +A), 使 得 以 下 求 积 公 
TA Be AE: l 
AT! i sl dt = 3 wale + 6,4) + CALE), 
* k=1 
(2-109) 
4> pel By D,Cxsys hk Ck = 15, 25°°-, v) EREHE, 证 明 
由 


PCr, i) 一 >> wf 十 Jh, + GAD, Cre 930.4 )) 


k=1 
(2-110) 
确定 的 单 步 方法 的 阶 诗 少 为 min€a«.p + 1D, He Bp Ra 
He? 确定 的 方 燕 的 最 小 阶 . 

9*， 如 果 一 般 Runge-Kutta 方法 如 显 式 单 步 方 法 一 样 来 
确定 ,在 此 方法 中 增 量 函数 完全 由 歼 数 f(xy) 确定 。 利用 对 
FER 存在 形式 汐 (10) 公式 的 事实 ， 证 明 存 在 任意 阶 
的 Runge-Kutta ARE, [提示 ; BREE r 阶 的 Runge-Kutta 
方法 ， 将 它 与 上 一 n 十 1 的 求 积 公式 联 在 一 起 便 产 年 一 个 
n 十 1 阶 方法 .】 : 


10*， 利 用 对 于 一 茹 侦 数 wn, Rv 一 > 闫 以 及 对 于 一 切 奇 
Be, Kom — (at 1), 0, 一 0 都 存在 一 个 求 积 公式 的 事 


= 317 >» 


st. (Hildebrand (1956, Chap. VIIJ). ERA Sd 27 Br ag 
Runge-Kutta 方法 所 要 求 计算 的 了 的 次 数 不 起 过 (nz17, 

2.2 

11. 采用 Heun HR (2-10a) 确定 初 值 问题 

i yO 2p e~ 

BAT EA SS PR RB LT OCR) 的 有 哪些 上 后? 

12. 确定 方法 52-106) 的 主 误差 函数 、 并 用 精确 解 的 导 
数 来 表示 ， 

13. 用 5Cx,y) 表示 由 人 D(x,y;#) 确定 的 方法 的 主 误 差 转 
i See (2-107) 给 出 的 方 污 的 主 误差 函数 公式 [区 分 理 的 
阶 六 满足 5 一 1 Alp > 1 的 情形 ]. 

14*， 证 明 : ”车 对 于 同 题 8 的 方法 五 p MERZA 
AI 

plrsy) 一 —CH’lesy). 

15. WEBS; 对 于 问题 y 一 ay, yO) 一 1 改进 Euler FH 
法 恒 同 于 二 阶 Taylor 方法 , 经典 的 Runge-Kutta 方法 重出 于 
4 阶 Taylor 方 社 ,并 求 主 误差 孙 数 的 近 忆 表达 式 ， 

16， 对 不 辣 的 4 值 ， 采 用 癌 一 个 方法 对 固定 到 间 上 微分 
方程 的 积分 的 试验 中 ， BEHARRAGO E 4 Wwe 
有 如 下 的 值 : 


h = 2™ e, = 533-107 
2 一 65-107 
2-5 8 - 107" 
277 1+ 1078 


OR AEG EFI AT REO ES “he 
17. FARK A m 278 = Cp 051,257 +) 通常 的 Enler 
BREA A y 一 一 3y， pCO) 一 让 的 数值 积分 在 x. = 8/9 


» 318 = 


处 得 到 如 下 的 值 : 


~ 


Fm 


0.004877305 
b.006760986 
G.907721044 
0.008202987 
9 .008444179 
6.008564861 
0.008625115 
0.008655273 
0.008670352 
0.005677 891 
$.00867659 


Sw ow =F oT WW ok IN AJ oe 


— 


(精确 结果 : 7(8/9) 一 二 «7$ ~0.00868543 ) 检验 用 处 推 到 家 


限 二 一 0 得 到 的 值 有 出 现 为 OC) 而 不 是 OG 的 误差 ， 这 
正如 原先 所 期 望 的 一 样 。 或 者 用 展开 vn 为 到 的 宪 次 或 者 用 
第 一 章 的 问题 8 的 结 轩 来 说 明之 . 

18. Heun [1900] EHEH R 


Plesy) = = Cki + 3k) 
的 Runge-Kutta H, HA 


hon = F(a + why + -L vaky ), r = 0,1,2, 


证 明 这 是 一 个 三 阶 方法 ,并 县 确定 其 主 误差 函数 . 
19. 以 二 种 途径 用 Runge-Kutta 方法 来 解 初 值 问题 
y = —y signr, y(—0.5) = 0.1. 


PCr ,yi4) — >> ati Xss Ys)» 


其 中 Bus Xys Y, H (2-12b) 确定 ,或 者 令 
| +Y,, MER X, <0, 


CX. Ya) = —Y¥,, fy xX, > 0, 


a) 


ma} 
+Y,; FR x <0, >x 
IXs Ye) Yn” Maro. 《过 》 
对 于 步 长 A =|= 2 P, £ ~ 25 3 在 点 Xa 一 0.5 得 到 以 下 数 
H: 


ys 
p 
{i ii} 

2 i 0.091659898 0.10000683 
3 0.095838792 l 0.10000021 
4 0.097916628 0. 10000000 
5 0.09895838330 0.10000000 
6. 0.0994791699 

7 9.0997395393 

8 0.099934895 

9 0.099967 44? 
10 0.099983723 


验证 在 情形 (i), 误差 阶 为 上 且说 明之 .在 情形 《ii 中 。 对 
于 这 个 特殊 情形 的 误差 阶 为 如， 昌 然 通常 具 希 望 汐 如 阶 .1 

20*， 对 给 定 步 数 的 误差 极 小 化 。 如 果 用 8tx) 修 改 步 长 
HIRERE i RK HAERA HARO plesy) KI A Beeb ik 
来 解 初 值 间 题 (1~1), 那么 解 出 (2-56) 便 容易 看 出 伸缩 误差 
为 


e(x) 一 wa) "aCe ps yO Lo) as, C2-111) 
其 中 u) 一 exp |” Cy de, 
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dot BSR SP r 一 了 的 解 、 把 2-111) 4E 80) $I 
Be, AGRE (2-111) 的 极 小 化 问题 ,在 边界 条 忻 

5 1 

| Bt) 1 
F. SF 4. CIMERE MORRO AN 
9G) 是 节点 的 密度" Ei ele, ye > 0, 证 明 这 个 极 
es fH fal RAD REY 26 


A 
a = > 
人 es) 
其 中 
gi) = [ules ye] et, 
A= 人 pldi, 
作为 一 个 应 用 ,证 明 : ”对 和 任意 5, 问题 y — y, y(t0) 一 | 
RIS a RHRT H, 


| 提示 利用 Holder 不 等 式 
| 人 ea) | 
2.3 


21. 在 关于 局 部 舍 人 误差 常用 的 统计 假设 下 ， 人 能 用 步 长 
4— 2 的 单 精 确 度 的 运算 , 用 单 步 方法 在 2.3-7 讨论 数值 问 
题 中 的 售 人 误差 超过 : 

Ki 175u 在 x = 0, (iD 2.84 在 * = 0.75 的 概率 《近似 
地 ) 是 多 少 ? 

22. FABRE EGA. MR y me ewes ARep— ys, 
g 一 入 ,证 阴 分 别 由 《2-77) 90 C2-82) 所 确定 的 函数 m (2) A 


i 


D STAB D. D. Morrison 47 4189. 


e ivi = 


ex) th BY FEM A a E 


m” == Jem’ + Cp’ — g*)m 


K p” = 48P” + (2g — 427) ¢ 
的 解 , 旦 满足 初 值 条 人 性 

mLa) — 0, m'Ca) ™ yla) 
及 vlad = 0, vta) = Lyla) F. 
还 要 证 明 在 相同 的 条 件 下 ,函数 

THs vx 
px) 一 ae, w) = z2 

(CEA TRHA RS AE 


a(s) = w(x) = x — a, 
作为 一 个 应 用 ;比较 用 浮 点 各 定点 运算 的 单 步 法 对 yy 一 ys 
y(0) 一 工 的 解 的 舍 人 误差 传 揪 . 
23. Runge-Kutta PERA AAR., 令 经 典 的 Runge- 
Kuta AY dee pi Be eA 


o = | K, + È K, t+ Kt Ky 
P 的 数值 或 由 
一 [CRY rag +K KD 2) 
或 由 
[gy e+ (GY sel + (GY xe] 
“(ay af on 
计算 出 来 .， 


BAE K? 一 K, 与 伟人 误差 其 滋 积 取 无 穷 多 位 二 选 制 
小 数 都 是 随机 变量 ,其 均值 为 0 而 方差 为 一 ht, EBLE 
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情形 (A), 
Eé—o)—[(4)°— 4] 8，var (各 一 @) — 2 ats 
在 情形 《B)， 


El — @) —0, var (@ — 6) = 22.42, 


316 
+ 

me (去 ) G G o 一 

(这 个 结果 对 部 分 双 售 位 精确 度 是 重要 的 . ) 

注 

2.1-2。 关 于 Runge-Kutta H ERARAS A ROO Runge 
[1895], Heun [1900], Kutta [1901], 各 种 变形 方 苇 是 GM 
[19511, Albrecht [1955], Conte 和 Reeves [1956], Blum [1957], 
Collatz [1960, p. 64] 提供 的 . 把 Runge-Kutta 方法 的 忆 
想 与 使 用 高 阶 导 数 相 结合 这 是 Zurmibl [1948] 和 Feblberg 
[1958] 提出 的 .超过 四 阶 的 Runge-Kutta FRE Nyström 
[1925] 和 和 Huta (1956, 1957) 给 出 的 .在 数字 计算 机 上 的 
Runge-Kutta 方法 的 程序 设计 是 Murray [1950], Gil [1951 }, 
Blum [1957], Martin [1958], Romanelli [1960] 研究 的 .在 
许多 文章 中 涉及 到 建立 在 积分 公式 基础 上 的 单 步 方法 ,Milne 
[19491 使 用 含有 高 阶 导数 的 求 积 公式 ; 以 及 Lotkin [1952] 
CRAG 3 积 4) 采 用 十 分 相似 的 方法 。 也 使 用 了 了 这样 公式 ， 
所 有 这 些 公 式 是 Obrechkoff [1942] MARA ASU ABR. 
对 常 微 分 方程 数值 积分 所 使 用 徇 Gauss aR Ka Se 
想 出 现在 Hammer 和 Hollingsworth [1955], Morrison #0 
Stoller [1958], Korganoff [1958] CHLAMi 6, 7, 8, 13, 14), 
文献 的 大 部 分 是 由 U.S. S. 及. 出版. 在 同一 个 时 期 ，Caplygin 
£6 i EIR SS FL W Babkin [1948], Luzin [1951], 
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Azbelev [1952, 1953, 1955], Voronovskaya [1955]. Weissinger 
[1953] 有 一 个 隐 式 微分 方程 的 方法 。 关于 其 它 方 法 . 见 
Vlasow 和 Carnyil1950], Bukovics [1950], Biickner [19521], 

2.2-2, 2.3-3, 2.2-4, FRAT Runge-Kutta 方法 , 单 
个 方程 的 局 部 离散 误差 的 办 是 Bicberbach [1944 p. 54] 和 
Lotkin 上 1951 给 出 的 .误差 传播 是 Bukovics [1953, 1954], 
Ceschine [1954], Carr [1958] WRA k9. Milne [1950 ] 给 出 
一 个 数值 例子 . 

2.2-6, 2.2-7, 2.2-8. 用 于 单 步 方法 政和 多 步 方 法 的 离散 
误差 的 渐 近 性 态 启示 性 处 理 砚 Lotkin [1954]. 估计 局 部 舍 
人 .误差 的 方 读 是 Goro 和 Moore [1953], Morel {19586 1], Kun- 
tzmann [1959a ] 2a BAY. Garfinkel [1954], Ceschino [1956] 
处 理 了 变 步 长 . 

2.3-5. 部 分 双 倍 位 精确 讼 的 方法 是 Young [1955] 提 
殿 的 ，“ 控 制 ” 舍 人 误差 的 其 它 方法 由 G 过 L1951】 和 Blum 
[1957] 给 出 ， 
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第 三 章 一 阶 方程 组 的 一 般 单 步 方法 


3.1. 理论 上 的 介绍 . 


3.1-1， 定义 .一 阶 常 微分 方程 组 是 形 如 
yl = PCs) 
y7 一 Plas Wa PD 
”Pr 
HA FEH, IEH f Poceo’ f 都 是 它们 的 5 十 1 个 变 元 的 
忆 知 商 数 (在 本 章 中 ， 上 标 总 是 表示 指标 出 不 是 吏 方 }。 疯 数 
集合 YO Oe. POOR M., MRE TIX 
H [a4] 上 是 确定 的 并 且 是 可 微 的 而 县 对 * 重 满 足 关 系 式 
y= flav Ce) ede Ce), E = dl, +58, 
(3-2) 
实际 中 常 带 发 生 且 在 本 痊 中 将 要 讨论 的 问题 是 : OR A E 
HHE He FE AD 


€3-1) 


y'Ca) = n*s 2 is2gte*ss (3-3) 
BORE, FCCP RE y 是 预先 指定 的 带 数 . NALA RR E I 
m. th (3-3) 更 为 复杂 的 其 它 条 件 在 实际 中 也 会 发 生 . 
请 微分 方程 组 产生 于 这 下 几 个 方面 . 
(i) 在 理论 上 上 ， 高 于 一 阶 的 每 一 个 常 微 分 方程 均 可 化 威 
一 阶 方程 组 .给 定 w 阶 微分 方程 
YO Fr VY), (3-4) 
其 中 f EE” + 1 PET Res eS 
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Rea SR). $ 


‘= yyy) = PD = ym, (3-5) 
ES) HERA E. 2h EE Bey ee a Pattra y" 满足 方程 组 
ye = y, 
y- Ps (3-6) 


和 


yr" = fCx,¥', 95> -+ 39"), 
这 是 (3-1) 的 特殊 情形 ,那么 函数 ytx) 一 (x) 显 然 满 足 (3- 
4)。 和 作 沟 一 个 例子 ,我 们 考 丰 二 阶 方程 


?7 ”一 —y, 
令 
yy yoy, 
便 化 成 方程 组 ,于 是 方程 组 形 如 
” = yt, | (3-7) 
ye = =y", 


为 了 数值 上 的 目的 ,有些 作者 CMilne [1953], p.82; Gill 
[1951], p.96) 建议 把 高 阶 方程 化 汶 一 阶 方程 组 ; 另 一 些 作 痢 
CCaollarz [1960], p.117) SRR. MAAR i ae 
组 婚 增 长 误差 义 增 加 必要 的 运算 次 数 . 在 第 下、 六 章 中 提供 
并 研究 高 阶 方程 的 直接 积分 方法 .但 是 ， 在 这些 章 中 所 提供 
纹理 论 和 实验 的 结果 表明 , 当 把 高 阶 方程 首先 化 成 方程 给, 然 
后 用 一 个 适当 方法 和解 这 个 方程 组 时 ， 其 截断 误差 一 般 来 说 是 
不 增长 的 ,并且 人 省 八 误差 实质 于 却 常常 是 减少 的 . 

Ci) 在 许多 牧 理 问题 中 也 自然 到 产生 常 微分 方程 组 。 典 
型 的 例子 是 多 于 一 个 环 卡 的 电路 以 及 多 个 自由 度 的 力学 问 
题 . 更 为 明显 的 例子 是 陀螺 仪 的 和 运动 方程 ,外 弹道 基本 方程 组 
CL Re PS SK ST RTT AS Ae. 

GH) 2, REAR RBG Ra ARE 
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{ive (Anonymous [1957], p.73). 沟 了 说 朋 这 个 方 污 , 我 们 应 


用 它 来 求 满足 位 微分 方程 
Bn Ou - 
a Tp OEE SEs rn (3-8) 
让 及 边界 条 件 


alrt) =f), OR eel 

HO) = 209, «(Ly = ACD, 2 0 
WORE ea, O POS, HA). 20) Al AUO BO A 
数 . 

对 于 这 个 问题 的 通 带 涩 值 逼 近 就 是 同 在 * 方 商 又 在 上方 

呵 拒 向 分 方程 3-84) 离 藤 化 .这 里 所 讨论 的 方法 与 此 不 同 , 它 
仅 对 这 二 个 变量 中 的 一 个 变量 进行 离 获 化 ， 醒 对 能 一 个 变量 
AU) Ge Be al ea aoa a eR. 如果 我 们 选取 在 * 方 何 离散 ， 那 么 
对 于 每 一 个 1 守重 及 一 x == nk CR = LiN,n == I, 2,°**s 
N 一 1), bh 

a Calearo) — Zaara) H elxan’) 
TiL O ef Ort & 

u" = ETIES, 

Ase He FIR TE. MARATHA A A EA 


du” 
At 


WRR (3-8), HER w = gl), a“ = AG), WERE 
aPC = f(xe). n = 1,2; — 1, 

这 个 方 革 容易 应 用 于 更 为 复杂 的 偏 微分 方程 的 辣 题 。 关 
Fi = Hit, GL Rothe 上 19301，Budak [1956], Douglas | 1950]. 
Franklin [1959], 

3.1-2. Gee. Hay = 1,2,-+-,8) ae OY el A 
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= RO ag TS — Ja” Hee, n = 142 ty am 1 


yt 

Io; BISA RBERELAMK ABET ORNS. 因此 ， 
我 们 还 令 file, F's Vor y) = Fees y), a s TA RR 
Pey 组 成 另 一 个 向 量 


Px, y) 
Plr, ¥) 
f(x,y) = ‘ 外 
Hx, yy 
我 们 便 可 把 组 (3-1) 写成 更 为 紧 资 的 形式 
. 了 — fr,y). (3-9a) 
U SR Ad Se HE ap A 
好 = . 2 
n° 
HIER CG -3) 是 
yla) = 0, (3-9b) 


RITE BA SRR eA Pe. WR w 
是 一 个 向 量 , 它 有 具有 实 或 复 的 分 量 wi 一 1，2,'"'s，s), 在 本 
Sse Ao Ree: 

lvi = pe + let] tees + deed, (3-10) 
我 们 注音 到 ， 对 于 任意 实 的 或 复 的 数 4 RERATAS vA 
w, 有 以 下 关系 式 成 让; 

ivil =O; vl 一 8， 当 且 仅 当 vv 一 上 0 (3-11a) 
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lavil == lal ibell. (3-itb) 

ily + wll < [Iwill + lwi 三 第 不 等 式 )}，。 《3-1tc) 

REHA Soh BAO FEAR ZAAR a PB 
ge MA. 

C3-11) 描 给 出 数 tll aA v 的 范 数 ， 还 可 用 范 数 的 其 
TEN CEE T EREA FEAS) ,但 是 对 于 当前 的 问题 , 上述 
的 定 光 则 更 为 方便 . 

如 时 vela = 0,1, 25°° =} 表示 一 个 向 旱 序 殉 ,那么 记号 


mv, = w WR lim lv, 一 wii =O, 


或 者 等 价 于 序列 of 有 极限 wi = 1:2。- 8), 

如 果 向 是 的 每 一 个 分 量 吐 帮 依 下 于 变量 z, HiH, 
Rv? ABM. 但是 , 如果 不 会 发 生 误 解 ， 常 常 
BS “el "i ial. i 

lim ¥@) 一 名 是 意 TB lim jjv C) — z| = 0, 
如 时 


imv¥(2) = v(t), 


便 称 函数 vO) 在 + 一 4 处 是 连续 的 ， 用 v0 与 | Ode 表 


东 这 样 的 向 量 , 其 分 量 分 别 尖 wir) 的 分 量 的 导数 与 积分 。 如 
FEAST tt, ple) 一 0, 那么 
wr) = Oph), th 
= BE 
Ive = Olp, tu, 
MF ie S PAE BR v, RRR EER RRR SS 
ERRIREN. 
3.1-3. 新 慎 问题 解 的 春 在 性 ，。 BAHR AE x 和 向 
E y 一 《六 yte’) MR Fle, y 满足 以 下 两 个 
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AB id - 

(A) fix.y) 在 区 域 mae Qs, —-wo cyto, 
1 一 1 2:…… ss 内 是 确定 的 且 连 续 的 ; 

(BÐ 存在 一 个 Lipschitz RL, 使 得 NP Ee 

xéfa,6) 
和 任意 二 个 向 量 了 同 了 :有 
firs y — F(x, ¥*)|| = Lily ~ ¥* ll, 
我 们 将 证 明 类 做 于 定理 1.1 的 如 下 定理 : 

定理 3.1.。 SMM f(x. p MOL RK CAD 和 《By 
并 令 习 为 已 知 向 量 ， 那 么 输 好 存在 具有 如 下 三 个 性 质 的 一 个 
PAR y (x): 

G) 了 (xz) 对 xE [ed] FER ASS) PK: 

Gi) ye) = ftx,y), xé€ [4,4]; 

Gii) yCe) = 9. 

HA .. PHEARS (3-3) 有 唯一 解 . 

定理 3.1 的 证 朋 与 定理 1.1 的 证 明 十 分 相似 。 我 们 从 构 
造 一 个 函数 序列 yll 一 0 1: 2 开始 ,证 了 明 它 收 就 于 
一 个 连续 函数 y(z7 。 这 个 梅 造 与 $$1.2-2 Æ 1.2-5 中 给 出 的 
RISA, RIPE. 然后 我 们 证 明 yeo Sel a 
(3-9) 的 解 。 TICLE $$1.2-6 和 1.2-7 中 十 分 初等 的 方法 
来 证 明 这 个 结论 .但 是 由 于 各 种 原因 ， 我 们 在 这 里 将 用 不 同 
的 且 不 薛 初 等 的 方法 来 证 明 . 

3.1 -4， 近 握 解 了 Me S9 dt go, W hp A0 r 如 
1.2-2 BARE MM, SEP p=0,1,2,°--, RUE yo) 
沟 

Fla) = %, (3-12) 
Fp Cy = ¥pCxrpr) 十 (x -一 stp EC aro A ETA 
RBS PRI Ca co 十 有 o) 内 居然 部 是 连续 的 ， 
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并 有 旦 根据 其 构造 ， 在 点 re 处 也 是 连续 的 。 我 们 将 证 明 当 似 
于 引 1 理 1.1 有 的 如 下 3 引 理 : 
引 理 3.2. 向 是 函数 序列 yp(x) 当 p 一 co tthe Ela,6| 
一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 了 (Cs)。 
证 。 利 用 条 件 《B)。 取 了 ”一 0， 我 们 求 得 
f(x,y») <= Liyl] +e, (3-13) 
其 中 


e = max |l/f(x,0)]l, 
x Ela, È] 


M (3-12), Fai 

Felre + he) = ¥ Cate) + AF Caya xD 

x€(a,é — Ral. 

PFA (3-13), 于 是 

Wert + AS G + ALS Dl + Age. 
RE RG S| BBR 1.2, Be & = ly la + akol 4 = (1 + 4,2), 
E = hpc, FH 

Hy eCard] se e ael] + Ele — ae, 

其 中 Fi 表示 Lipschitz 前 数 。 hTM yo 在 任意 两 个 相 


邻 氮 xm 之 间 都 是 线性 的 ,我 们 有 
ly, FY, zelal, (3-14) 
其 中 
Y = e@ lint + Es — ade, (3-15) 


BRIJA RERA x ele, bl, |y] < YEE Ces y) 空间 内 
HEARR, iS es 3-14) 表明 ,对 于 xefa,5] 和 
p12,.*+**， 
Bey COOMERA, 由 于 尺 的 紧 字 性。 属于 玉 内 的 连续 函 
BER AA AIRY AI. FRIIS 
M 一 max fey (3-16) 
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E h, SPER o> 0, > 
of 人) == max|[f(x,¥) — FCx*,y) I, (3-17) 
其 中 最 天 值 是 对 民 内 使 得 1z 一 x*1 < a pi Cx, yr) an 
(x*,¥) 来 取 的 .正如 在 $1.2-+ 中 一 样 , 我 们 有 
limo) =, (3-18) 


为 了 应 用 Cauchy 法 则 ,我 们 令 
d(x) = y,(*) — Flr), 
HEt e mI EEE RA TERE, pag 类似 于 引 理 1.3， 
干 述 引 理 必然 是 多 维 的 。 
B1 3.2, A rele], MF 
eto D1 dl + Ce tig dp 
(3-19) 


T -A 


其 中 
G, = of hp} + LMA,, 


证 ， 象 证 明 引 理 1.3 一 样 , 我 们 可 写成 
dCs) 一 dla) = C — ten Pas Fe) 
= AEEA ETDD. 十 FCs Fpa) 
一 FCF a taD + Ft Feta) 
— Erp ¥ pl trp1) d+}. 
43 8 BU — 7 Pa ee Re f ADS BSP BI Lil Cag Dh BR eCAr ed) 
wiit. PA CBR), HRP. eT a ATT 
Elly ptt) 一 Flr ll 
Be HA OC3-12) 96 FA trai tte) Sy, 这 个 估计 为 L Mh,. 
GPE 3.2 的 结论 明显 成 立 . 
如 同 从 (1-24) 导出 和 ii-272， 也 完全 可 推出 不 等 式 
dx) < or 


( 3-20} 


FHP (3-20) ai BU Ae ATA RK AT g: FP EL AU A C3-18), 3 


« [SP « 


p— co 时 , CH xe [ss 一致 地 趋向 零 ， 以 而 推出 引 理 3.1 
的 结果 . 

3.1-5. 完成 存在 性 定理 的 证 了 明 . OT iE BB RR E A 

ytse) 渍 足 所 给 定 的 微分 方程 ,对 和 于 pp 一 和:1: 2 我 们 规定 
hay (A EK fo CR RAT AP aE Be x) 为 
f(a), x =a; 
Fx pis Ya ti ax Sb, 
pak fie) 在 每 一 个 区 同 《xipls zip] + 4,1 内 都 是 常数 ， 并 且 
每 --- 个 分 量 的 常数 值 是 对 应 于 该 区 间 办 yekxz) 的 分 量 的 位 
率 。 PA HE 


| (3-21) 


y,(s) —= ("eae (3-22) 
我 们 将 在 直面 证 明 
lim f Q) 一 F(r,¥Ce)) (3-23) 


”中 可 令 p> oo, 得 


yD 一 习 一 | f(1, y Jde, (3-24) 


条 忻 CA) 指出 PCr.) 是 连续 的 , AIEE (3-24) 中 积分 的 
导数 存在 上 且 等 于 x, yo). 从 而 堪 端 函数 的 导数 也 存在 
号 有 相同 的 值 。 因此 
yx) = F(x,y¥Cr)), x Ela,bl. 
正如 所 望 . 
Fe) F SER FL TERR C3-23), 我 们 有 
HEED 一 FOr, yD S FCA Fp DEC Hp Cte) Ol 

+ |fCe,¥ Cee) ~- Fr. y) || 

+ HEYD — Fes yE 

< olh) + LM4, + Elly, yol. 


+ [44+ 


EHA 靖 是 够 大 ， 最 后 表达 式 对 上 可 一 致 地 任 章 小。 这 就 证 明 
T(t3-23). 
X TUERA y Oo 是 初 值 问题 的 唯一 解 ,我 们 注意 到 。 按 十 
义 ， 禄 值 癌 题 的 任意 解 在 区 闻 [az] 上 是 连续 和 的 ,从 而 它 是 有 
RA. MRyeI zo ESA Te. ese 
B(x) = F(X) — zí) 


也 是 育 界 的 : 
(Se) [= KK, xe Lah], (3-25) 
由 
yix?) — y = VEGY ae, 
与 
z(x) — n = KOO 
HA SEH 


Be) = [UEG YG) — FG,2CD) ae. 
利用 Lipschitz 条 件 * 于 是 


ISG < £ | aclae. (3-26) 
BY! $= R TOE A. St x = O0,1,25,°°7s 有 
Iio 所 EK hee, relat], (3-27) 


根据 《3-25), APAAW TT A = 0 BRR ra. iA T — 
TERS A EE IA. BI (3-26), 我 们 求 得 
。 - *KEACe — at _ Lt x — a yet 
COLEG [. eK a area =a 
这 就 证 有 明了 (3-27) PAS Al. MHE HE A-E i E 
BR, (3-27) ERA. A 
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也 二 本 一 a) -= O, k 一 > [a a 


ky 
位 当 jE l 0, «le ab PAPA RES PR Se 
yir) = ze), 


这 使 完 成 了 定理 3.1 AERA. 

可 应用 存在 性 定理 的 -个 重要 特殊 情形 ， 册 线性 微分 方 
程 组 
| y =~ Giry + at), (3-28) 
其 中 
BY YE +++ gtx) 
aCe) AT sss gt Cw) 


和 本 


G(x) = 


Btx) gal oes gt led 
是 有 xoa oh, Soc ede r PURE See, releas], FF 
qtx) 也 是 连续 的 . 因此 满足 条 件 《<B)， 卫 


Go 
其 中 


Gili = max > FEDI 


3.2. 方程 组 的 特殊 单 步 方 法 


3.2-1. Æ 4 FAI, $ reia, 2l, e y Eta 
ae. Azo RE zD =y Ha EH 2’ = FC, 2) 
RE, ATI 
zr + h) — zx) 
ArCx，y; -| 5 “329) 
下 A= 0d, 
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HERA 为 给 定 的 微分 方程 解 的 精确 相对 增 量 。 由 公式 
Fo — 1) 
Yne 一 yn PCr Fh) 一 0 1 C3-30) 
给 出 初 导 问题 (3-9) 的 解 的 单 步 方法 . «6 FE ke SB ve Ay oe 
P(x,F 了 ;4) 使 之 尽 可 能 近似 于 ACx,y;2), FFARR OCs. ¥54) 
为 增 量 函数 。 如 果 ”是 使 得 
P(x, yik) — ACx,y34) — OCF") (3-31) 
成 立 的 最 大 整数 ， 那 么 称 皇 是 由 《3-307 所 确定 的 方法 的 ( 精 
确 ) 阶 。 在 叙述 增 量 函数 一 些 性 质 之 前 ,我 们 将 引 人 人 一 个 记号 
上 的 技巧 , 它 可 以 简化 以 后 的 分 析 . 
为 了 取消 目 变 量 * 的 特殊 作用 ,我 们 用 一 个 新 申 数 y) 
所 满足 的 微分 方程 | 


y” = i (3-32) 
Bs ža 3-1) 中 ,并 且 满 足 初 值 条 件 
ya) = al (3-33) 


SB 24 HH (3-32) 及 {3-33) 导出 r) 二 x， 因此 组 《3-1) 可 
Ais + 1 个 照 数 的 等 价 组 
Ye FO Fame ges (3-34) 
SECS. FF BORA 
PCy sess) m= 1, (3-35) 
KTR C3-3 RACH A PS Pea Hee 
oo 7) 7a We AE 
ASTM RA y's oy RETA, REET 
之 中 有 =* 或 没有 x.。 于 是 我 们 把 初 值 问题 (3-9) 写成 如 下 形 
A: 
y'= fly), yCa) = 77, (3-36) 
ET y, f En PERS +3 BB. oF fly) 不 明显 
二 依赖 于 *， 我 们 就 可 认为 图 数 A SRP AK mT 
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*。 于 是 我 们 令 
A= Aly:4), $B = ®Cy;4). 

BLE FR TSE 4 — PR R P. 

3.2-2. 利用 Tayor RA; KH. DRM ys) 是 
(3-36) 的 解 , 并 且 于 的 分 量 都 是 充分 可 微 的 , 那么 了 kr) 的 高 
阶 导 数 可 用 天 煞 芋 及 其 导数 来 表示 。 例如 

Ə dyi j 
y (x) 一 SFO) 一 > By ag TR To f. 
一 般 地 ,由 于 可 微 性 的 假设 ,对 于 k = 1,2,-+-, 我 们 有 


FEDE) 一 2 Fy) — PCy). 

函数 ft 是 由 向 量 y 完全 确定 的 函数 从 而 我 们 有 
A(yiA) = f(y) +4 EF y+ -f (y) + +++. 3-37) 
sk Ly RITE RE, 近似 积分 方法 可 建立 在 截断 


Taylor 级 数 的 基础 上 。 对 于 了 阶 Taylor 展 式 方法 ,其 增 最 酌 
Be 


P(y:h) = fly) + = fy) Boe ~~ pO Cy), 
(3-38) 
当 p= ER CCR Euler 方法 ， 

. 由 (3-38) 定义 的 方法 并 没有 很 大 的 实际 意义 ,因为 计算 
导数 人 5 一 般 来 说 着 很 复杂 的 ?，。 但 是 , 由 于 以 下 事实 ， 这 个 
方法 在 理论 上 尖 是 重要 的 下面 所 讨论 的 Runge-Kutta F7 
法 都 是 基于 这 样 的 思想 , 即 通过 不 合 有 不 同 二 fCy) 的 任何 函 


数 的 表达 式 来 近似 (3-38)，。 由 于 这 个 原因 ,我 们 将 详细 考察 
SREY CY) 的 结构 。 


1) 特殊 油分 方程 胞 情形 除外 ,网 Milley [1955], Cheney [1960]. 


= La" 


为 了 简化 记号 ,对 于 ij 一 1,… ,s, RAIS 


Əf 一 有 Pf _ 一 1 3-39 


HENAN SBMS. PR fofr to EAA 
分 量 fi ofjas Gs = 1,-: oJ 的 向 量 . 我 们 还 约定 ， iA- 
全 标号 购 出 现在 上 标 又 出 现在 下 标 ， 则 这 个 乘积 便 是 对 于 这 
个 标号 从 1 工 到 * 求 和 。 例 如 
iji = : of i 一 
fit 2, 5,7 f (3-40) 


A eE JE (3-40) BFS RAY AT A a EA RR 
微分 ， Ae 


A cgi) me (Se hp y 
EF) + (2-1) 
= fafi + HF. 


我 们 引入 缩写 记号 : 
人 一 
Bi = fifi, Fim fiat", (3-41) 


Ci = fF, Gl = fi find ft 

Di = fff Hi fife faf» 
其 中 所 有 标号 都 是 从 1 Ss URATA es BA 
y FARA. B. -BRD Ai, Bi. CE 1,2,°°+58) 
的 向量 . 


利用 了 这些 记号 上 的 技巧 ,前 几 个 导数 f4 CET RE CRE 


形式 上 ) 可 用 紧 普 方式 表达 于 下 ; 
f(y) — A, 
f(y) 一 B, (3-42) 


P(y)= C+D, 
Ply) =~ E+ 3F + G+H, 


我 们 把 fCy 十 he) RAR A 宪 次 的 表达 式 , 其 中 了 和 


ey 


SOE EE. | SS SE SCR Sea Taylor oF FE 6 AT 
写成 形式 


PCy + Aa) = f+ Afia > A*finala® + 二 iiara’ a* a! 

+ OCF"). (3-43) 

3.2~3. Ronge-Kuta 型 方法 。 我 们 讨论 公 是 癌 接 基本 

Taylor BRO. B §2-12 -一 样 ， 这 个 思想 就 是 把 不 同 点 

上 梢 数 f 的 值 (而 非 它 的 导数 }) 组 合 起 来 ， 用 这 样 的 方法 使 所 
得 到 的 函数 PCy; A) Sart (3-37) 或 者 按照 新 记号 与 


A+ AB-t- LaCt D) 
+554 jG (3~44) 


i—i., 我 们 通过 讨论 有 具有 两 次 代 换 的 简化 ”Runge-Kutta 
方法 来 谓 有 明 这 个 解析 方法 .我 们 试探 性 地 全 
Øy) -= afCy) + afCy 4+- pel y)), 
其 中 常数 a. o 及 ?都 是 待定 的 .利用 (3-43)， 我 们 有 
f(y + phfCy)) = fly) + Api yOF Cy 


+ Cap ya) + OCP) 
— A + hpB+ > (apC + OCF), 
hh Tha 
Pty: A) = Ca 十 DJA t+ aby B+ = athp yc 
+ ol). (3-45) 


= [39 + 


使 其 党 数 项 和 万 的 线性 项 与 (3-44) 中 对 应 的 项 相等 ,我 们 得 
到 条 件 
iy + aa ™ I, 


Gr Ta === +. (3-46) 


它 不 可 能 使 二 次 项 一 致 ， By Ze (3-45) th RD ED. 
(3-46) 的 通 解 为 
1 


m = l — æ, a = æ, pm, 
i Ze 
其 中 zs 0。 二 是 所 顺 要 的 增 量 函数 为 
PCy sh} = C1 — ay) + af (y+ A ty), ao, 


(3-47) 
49 (3-44) 相差 OGM), ATR 二， 需要 计算 向 量 函 数 
fly) Riek. 
RRA Free RAR SCE. RAS 
四 个 向 量 如 下 : 
k, = f(y), 
k, = fly + kpk), 
k, = fy + ACp. — pki + hpsks), 
k, = f(y + AC py. — ps — pok + hpk: + hpk), 
FA TASER opin pe 及 qa:，," +a 使 得 表达 式 
PCy: 2) 一 a, kh, + ark + ask; + ak, (3-48) 
503-44) 念 可 能 地 一 致 。 通过 重复 使 用 (3-43), HRT a 4 
AGRE rR HIRE OCS), 我 们 求 得 
_k=A, 


t 


k= A + bp B+- pC + pE, 
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k, =- A+ Ap, B+ = POLC + 2p.psD) 


十 去 K (RE + 6pipip, F + 3pip, G), 
k,= A + kp B+ = Al pit + 2 pips + p.p.D) 


+ = BL piE + 6p.C pips + paps dF 


+ 3C pips + pips IG + 6ppp H]. 
AB (3-48) 中 并 使 向 量 A,--- HM AREBS (3-44) 
中 相应 的 系数 相等 ,我 们 得 到 关于 十 个 参数 as- ay 
ps 如 下 的 8 个 方程 : 


a t + a; ta = l, 
1 

Aap; + mf + ap 一 3? 
Zz a =z —- 1 

mpi t mpi + api = 3° 
1 

PP 十 aal pips + Potts) 一 6” 

api t- api + ah A) (3-49) 

4 
1 

aspipsps H aap tips + pops) = 3° 
1 

apip + aal pips + pips) =s D 4 
Capi psp 一 二 

sfipPape 24" 


[对 于 一 a, = 0, AIPA (3-46), Sa mi 
Jal.) 上 面 非 线性 方程 组 的 通 解 是 困难 的. Kura [1901] 给 
出 如 下 一 个 参数 解 族 ; 


* L4] + 


#1 3 as | ily 
ne E 1 
6 3 3 6 
(3-50) 
fi P Pa PA Ps 
i L i 1 — z F 
2 2 it 


直到 最 近 : 对 应 于 上 一 工 的 解 还 是 最 通用 的 . 当然 ,这 是 
£558 Runge-Kutta 情形 ,其 中 
1 
a," h ™ ss oo > 
FF AF AG 一 1,2,3: 的 公式 有 简单 形式 
k, 一 f(y), 
k,—ff{y+—+sk,)}, 
(9 + aks) a 
k, = f (7 + L aka). 
k, = f(y + 4k;). 
在 §2.1-2 中 对 单个 微分 方程 的 积分 给 出 的 Kunge-Kutta 
公 臣 是 这 个 结 采 的 特殊 情形 。 
Gillfi951]1 建 议 使 用 * 一 1 一 2 二 的 Kutta 解 (3-59), 
为 了 在 那个 时 候 限 于 机 路 贮存 明 而 采用 这 各 选取. Gil 指 
Hy, fe AX PPR EA +, 为 了 实现 Runge-Kutta 方法 同时 
Ine 个 分 量 的 划 个 向 量变 为 钱 性 相关 ， 于 是 真 起 变 贮 存 的 
MRHA=THE. BAH, Gill MAA + HAZBI Bae 
《ps 不 再 为 零 》 并 旦 系数 失去 对 称 性 。 ibh, Blum [1957] 78 
出 ,如 有 必要 , 经 典 Runge-Kutta 方 祷 也 可 达到 节省 同样 巡 存 
=. 


关于 涉及 到 Runge-Kutta 方法 计算 上 的 讨论 , 请 参阅 
$2.1~2. 
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3.24.8 TERAH TA. 在 第 二 章 问 题 8 中 讨论 的 单 步 
求 积 方法 对 方程 组 无 需 改 变 而 被 保留 下 来 ， 我 们 只 限于 所 列 
EAN TL. MRE Tie A $3.3. 
基本 求 积 公式 (对 于 一 个 纯 量 函数 ) 由 《2-109) 给 出 。 象 
单个 方程 情形 一 样 ， RNBAR- THR RM Heo) om 
t+ ph CA. 我 们 假设 这 个 预 人 策 惜 助 于 由 增 量 疗 数 
PCy pk) 所 定义 的 方法 。 《下 标 下 表示 对 每 一 个 帘 坐 标 可 
使 用 不 同 预 佑 公式 ) 于 是 求 积 方 法 规定 为 
PCy, A) >) w Ey + peABan ys ph). (3-52) 


koi 


3.3. 单 步 方法 的 离散 误差 


ALAS RKR ce SEAS TE BA Se FR FF $2.2 让 类 人 由 定理 的 
TE AN , 1 Be BAR. 

33-1 收效 性 与 相 窜 性 . RISERS ee fry) 
满足 存在 性 定理 3.1 的 条 件 , 那么 对 于 任意 初 值 向 量 9, 初 值 
问题 

y f(r,y), Yla) = 7} (3-53) 
在 区 间 fed] 上 有 一 个 解 。 我 们 还 假设 对 于 
rE [lab], y‘ e (—~, +0) 
以 及 对 于 使 得 x 十 feE[a, 8] 的 一 切 # 守 0, EARE 
Cy ERA OCs y DERE. RAW TIER 4 > 0， 
Fy (3-30) 就 可 能 计算 出 向 量 ye RE x € [a,b1. 

Ee PA ØC, y; 2) 所 定义 的 方法 使 说 是 收 襄 的 ， 如 

果 对 于 任意 四 和 任意 refa bh 有 


im Ya = yir}. (3-54) 
aT 


yt ¥ 
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如 果 
P(x, 930) — f(x,y) (3-55) 
对 于 *+ 及 了 人 恒 成 立 ， 间 说 此 方法 对 微分 方程 (3~53) 是 相 容 
的 . 
正如 $2.2-1 一 样 ,可 以 证 明 以 下 定理 : 
定理 3.2. 令 范 数 名 在 上 述 区 域内 是 连续 的 ( 它 是 十 2 
个 变 元 的 函数 ) FE PEP RO, 使 得 : 对 于 在 那个 区 
域内 使 请 委 而 的 一 切 点 Cr，y*; A) A Oxy; A RR h >A 
是 固定 常数 ,都 有 
Wor, ya) — Px, ¥34)|| < Lily* 一 了 (3-56) 
Mir, 那么 由 各 所 确定 的 这 个 方 靶 的 收 伍 的 必要 与 充分 条 
件 是 这 个 方法 为 相 容 的 . 
3.3-2. — AERA. S ye) BONA) BAH. So 
A(x, y; A) 
是 由 《3-29) 确定 的 ， 对 于 徽 分 方程 组 而 言 , 以 下 定理 综合 了 
定理 2.2 与 2.3 RRS. 
EE 3.3. O(c, ys) 满足 定理 3.2 的 条 件 , HAGE 
HEN SO, pS 0 ws, > 0, 使 得 
Ery a 一 站 (rr 多 (xD 下 用 < NA, 
xE [a,b], $ < Ay, (3-57) 
令 17 EME 
Yo 一 习 ， (3-58) 
Ver 一 Ya + AL PCr, 59,34) + AKO, I, 
n = O,1,2,---32,€ [a,6] 
的 任意 向 量 序列 , Hh KoA goo., HAMS 
G, WHA. <1,A. HP rn Elad] M ASh F 
lly. — Yrd l| < AN, Elts — a), (3-59) 
wet + = min(p,g) BIN, = NAG” + Kage. 
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这 个 定理 给 我 们 提供 了 一 个 关于 误差 en 一 ys 一 了 (xnj 
的 界 , 即 使 关系 式 (3-30) (ITI EE. 
证 。 由 (3-58) 减 去 关系 式 
(Kx = Cea) + BACro y Crn) A) 
我 们 得 到 
eny = Oy + FLD zr, Ya, A) — Cr 下) 
+ ATK 0,]. (3-60) 
应 用 三 和 角 不 等 式 , 并 利用 (3-56) 03-57). € 
lP Cras Yak) 一 全 Kxzos fxzn)3 h) + AKO, 
一 |P Crn Yn h) — Pr ¥en IA) 
+ Pirn y Cand h) 一 Arn sy Cra) h) + ATK, 
=< Elle, || + AN - AK. 
Mite (3-60), 有 
less l| <= CI + AL Je + APN + AUK, 
并 令 
E, = lle l,4 = 1 + ALB = APN + hK, E = 0. 
从 引 理 1.2 便 导 出 结果 (3-59)。 不 难 证 明 , 对 于 由 《2z-517) 确 
定 的 不 规则 点 x， 界 (3-59) 仍然 成 立 , 如 果 把 (3-57) 换 成 
Plr FC); HOC) — ACz, yo); AOC) || < APN, 
(3-61) 
3.3-3. 对 特殊 方法 的 点 用 . 关于 工 的 值 。 RNA A 
下 匠 中 将 假设 函数 王 不 明显 地 依赖 于 *。 正 如 在 §3.2-1 中 所 
见 , 这 个 假设 是 不 失 一 般 性 的 . 
SRA RS BE FPO Ce) = 1 对 于 
ye (—0o, +00) 人 1,-+-s5) 
有 界 ,并 令 
Loe™ sup IEP Cy Il, p= 0,1,2, 


a at on 


+ L458 


基于 Tayler 展 式 方法 《3-38), 利用 中 值 定理 ,我 们 求 得 
PCy*,4) — P: 


-js Cyt!) 十 一 人 Hy) see 十 a fpo em] 
pi 


ks Cy“ -T yi), 
其 中 YY 表示 基 些 向 量 ， 其 分 量 位 于 Y* 和 YY 的 分 量 
之 僻 ， 从 而 推出 (3-56) 成 立 , 取 


#-1 
i. = La 十 Sr + "十 A ， Ep. (3-62) 
Fi 


为 了 确定 简化 Runge-Kurtta WEAR L, WER 两 个 
向 量 y* Aly, 我 们 利用 关系 式 


lfCy*) — fF <= Lolly* — yill 


推出 
ke rie) erio 
< Le |ly* — vl + -Žr — OD]. 
< (i+ se, ae ~ yl 
这 便 推 得 (3-56) 成 立 , 取 
工 ~ Lo(ll — a| + tal + Ashe), (3-63) 


对 于 经 典 Runge-Kutta WHE, 2a. SY 
k; = kly) (i =i, 2,3, 4) 
表示 向 量 k; 依赖 于 了, 我们 有 
ky*) — ky) < Llly* — yll 


1) xX SF PR eo aA., 


a §dG + 


一 般 地 ,对 寺 = 25354; 
Ik.Cy*) — kiCy) Il 
< fCy* + pk (7*)) — fy + Apiks sy) 
上 ol 中 有 一 ¥ | 十 Ap; \|kk;_.Cy*) 一 k; Cy)ll, 


Soh p= p = Som. IPA S hos E 
sy o hoLn 本 
Wey") 一 k < Lo (1 + že) ly* — yil 
* — Aolo Aole $ 
WesCo") 一 BD Lo [i + kefi + Abe )} jyt — vil, 


* 及 了 Ao Lo 
Wey") — Keay I< Loft + Loh [1 + Zete (1 + Ate) 
x 17* 一 了 了 |。 
Se ix eee RIB 
lB Uy; — Oly; ADI 
< {ky*) — ko + 20,Cy*) — ky 
+ Zikr — Cy) + iy) — ky} 
<i, [1+ 4h: + oko q Cheta 
2 6 24 
x liy* 一 yl. 《3-641 


最 后 的 结果 人 恒 给 出 《3-36) 中 常数 工 的 人 入，。 这 个 界 与 稍 大 的 

it 

c*a — 1 
Žo 


L = {3-65} 


Rt OCA). 
对 于 基本 求 积 方 法 , 如 黑 工 RARE Sup 共同 前 
Lipschitz 带 数 ,我 们 有 


IEC 54) —BCy¥; ADIL SDD dwl HEC + perBa ; ph) 
= 14 
— Fly + ph Bays prs 


<= Lo D lwll + pasE ly* 一 了 | 
h=1 


ROR w > OCR = 1,- - 3r), 我 们 有 Eleni pr 一 > 于 是 


L= L ¢ + = L). (3-66) 


3.3-4. RAE 的 值 。 从 定理 3.1 的 证 有 明 
便 知 , 初 值 问题 (3-53) A yE - 
lly(> |] = Y, 
FY A G-15) 确定 。 MRR o EXOD CH. FH 
E 和 荆 都 是 二 次 连续 可 微 ,由 
Pr, yh) 一 A’Cxr,¥34) 
-— h” 二 =< (x.y; 4*) 
加 1 
Cp + 1)! 
其 中 zl) RRB yee Rom st <A, 便 推 出 
(3-57) 成 立 , 取 


FOC x + At, zx + ay}, 


1 1 |2 2 | 
一 -~ M, -一 了 ,看 了 ||，《 了 -5 
{p+ 1) f p! Uli Ba? yA) | C 7) 


其 中 


M,—= max |i|F Cy), 
Tyr] | 反攻 


对 于 Taylor 展 式 方法 (3-38), 0/3 = 0, TH 
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为了 对 Runge-Kutta 型 方法 写 出 入 的 界 , 我 们 -党 =. 
Dp — eine, lifts tp C¥ DH. 
lig l lacy 


对 于 简化 Runge Kote 方法 3-47), 利用 (3-43), 有 
oe. Cy; 4) = 一- i G 十 过 f(y) ) Pry). 


从 而 
ap 
i Bp Cy; oun Fa) PM ee 
于 是 对 于 这 个 方法 ,有 
= - 
N 5 Ma + T zg DM? (3-69) 


a i Runge-Kutta A} (3-48) 是 使 得 (3-57) 对 puma 
FEE WARD. BEE F A BERITE ER a/a 界 的 任务 
使 可 简化 ， 令 上 是 一 个 常数 ,并 令 k = kA) 是 向 量 ,， 其 分 量 
Kei A, RFR | 
gh) = fly + rh k(h)) (3-70) 
的 前 四 阶 导 数 。 令 

- d . di 
Ooie SE 
H ASR 4 HRE CBBC RRS STIR 
Cb) 一 CAR) - F;, | G- ?la) 
Ck) = PCAR) - CAR”) + Fin ta ARI £;, (3-7 1b) 
aA) = PCARTY - CAR”) + CAR") - Boe 
 32CARDOICAR™) + fim + ACARADOUE,, (3 71c) 

BOCH) 一 CARI) ~ CAR”) + CARO) CAR) - Finny 

+ 6PCARAEICRR™) - CAR fma + 40°C RR OC AR™ DE; 
+ IPARD ARYA, + CAROU, (3-71d) 
Pe f MA SRM PAI y + rák, -. 


-ir 
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确定 经 典 Runge-Kutta 方法 的 关系 式 (3-51) 可 党 成 
k; == fly + pif k), E = 1,2,3,4, (3-72) 
其 中 性 一 0 pom ma 1 CER, ERRE) 这 
$5 Se is TOS ER (3-70), FEAR 3-71) 能 使 我 们 
RREH k 的 导数 . 
首先 ;因为 fCy) 45 AER, 
k, = ki! -一 kh 一 ki — O, 
+ — i j 
k, 3 i f;, 


ki) 一 = ki RT fines 
| | | (3-73) 
Z Bi we -~ Re RV RTE jens 
. 8 
kir = 1 į A ? afinar 
元 Ri RTRT RYE; 


我 们 的 目的 是 求 k, 的 导数 的 界 . 为 了 用 最 简便 方式 号 出 这 
FF BATE LPS m 天 ,使 得 


Ds < oe P= 好 1: tds (3-74) 


其 中 M 一 Mo。 FEKS 1。 HP Ik <M, RII G- 
73) 得 到 

[EP = 277KM, r = 1,2,3,4, 
TFH 


Cak .下 < iet + ail < mt + 二 CU] SMe’, 


其 中 心 一 = (AK), FF LF » 一 2,3,4, 
NC ale, OM << obo 十 fae < 2-H K M ed. 
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在 这 里 我 们 用 e RREA l + ak HAF, 因为 这 就 可 
能 确切 地 估计 出 这 个 因子 习 积 的 上 界 如 下 : 
ICI 十 ak SE ettn, 
从 《3-71)， 他 g) = k, k4) = k, WERA A k4 
站 下 :| = 二 kK Me’, 


ikh a E KM( + 2K )e*, 


上 


kP << 4 ei + 9K )e*, 


oA 


WS] < -KMC + 28K + 12K Ye®, 


16 
由 此 我 们 得 到 [ 
MCak) til + lai < M fi + L GR) e° 


<= Me, 
其 中 


A = 二 ChKYe? 一 = (AK et @®), (3-75) 


用 类 航 方 法 ,利用 和 之 20, RRS 
iC ake, |] <= K Me™’, 


CA bk] < KMA HIK”, 
Wr klj < KM + 9K )e™, 


利用 《3-71d), ReG)—k, kG) = k, WARE, RA 
iF Bij 


Hail < = MKQ + 19K + 27K*)e™, 


i 
d'p 


. _ i 4] 1 4) i [4 
apr Y5 A) 7 kN + is + — ki", 
综合 这 些 结果 ,得 到 
上 | ap 


ik Oat 
ch MAIK h (3-74) 确定 , 而 8 fh 03-75) 确定 。 MFRS 
Hibs ak (3-849 推出 M 的 异 可 用 天 和 对 表示 如 下 : 
M, = max, MEC MRI 十 11 开 十 ?天 ?十 天 7。 (3-77) 
再 在 我 们 全 可 应 用 (3-67)。 由 于 一 OC#), ce 一 ] 二 Ot(h)， 
3+ Ama & (3-70) 和 《3-77) 的 二 个 界 ， 


2 3 


这 并 没有 多 大 影响 。 这 就 是 对 于 Runge-Kutta 方法 所 需要 的 
常数 NN 的 界 . | 

为 了 用 求 积 方法 来 估计 N, RIIB N 及 无 表示 对 应 于 用 
(3-52) 中 增 量 函 数 雪 定义 的 预 估 方 法 的 常数 N 和 ?的 最 大 
和 最 小 值 。 用 ze) 表示 通过 Coy) 的 = = FC, z) 的 解 ， 那 
入 就 可 估计 ABl yA) 一 AAL, yi A) 如 下 : 


j fi > 10 fC + prh y+ pari 2,7; prh) — zl +A) +y| 
k=1 


Cysk) | = 让 MK(5 +52K 460K), (3-76) 


<j > waflx + prhszlr + pih) — ala + A) + yl 
+ Lh ` ai Neh Balan yim Alat prh — yil 
| sifa > waz x b ph) ~ [ete + AD yill 
+ LNA Diel Ga, 


- J52 


a-— Gi CIAT M, SR. mea, > OAC > O, 我 们 有 
> (wj pit < f, Pt g -= — 1 


pt2 
从 而 第 二 项 佑 计 为 


AON — 
p+ 2° 


于 是 p 一 min(p + 1,4) A (3-57) 成 立 , 取 
Ar 一 AN hott? 十 CMake, (3-79) 


P 
Pe pt 袜 关 时 证 用 求 积 公式 优越 性 为 最 大 . 

3.3-5. Fh Zee. MEN RRA (3-57) 确定 日 在 前 
节 已 经 合计 的 常数 ， PAR AON 表示 局 部 离散 误差 的 界 。 
RMA REEDA RRRA, HH RRE 
公式 可 给 出 误差 真正 大 小 的 较 淮 表示 。 旭 果 由 Ø ry, 4) Bl 
kM POSTAL HA Diy) A Ax 7 了 iA Ap + i 
he Se SR RPI Bek 

Bx yk) 一 Ale, y A) = A ple,y) + OCA), 

(3-80) 
其 中 何 量 单 仍 依赖 于 xz 和 yy 上 且 恒 不 为 零 . 

象 一 维 情 形 一 样 , 函数 pls. yy RAHEEM EIR SAM. 
BAe Cry) R h epl y) EEA Coy) 上 方法 的 相对 和 笔 
对 局 部 截断 误差 的 近似 ， 

利用 公式 ,由 《3-307》 导出 
1 9 


pir, 了) 一 本 HP (xF; OD LETTEST 
(3-81) 


我 们 对 以 前 所 讨论 的 一 些 特殊 方法 来 确定 e. ARK ARE 
ERR, PAK op BAG A RRIMT r, 
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对 于 Taylor FEAR. RIVES 
(y) = — Lopo 5 (3-82 
Ply) +i) (y) ) 
Aly? BAN P — 1 次 多 项 式 . 
对 于 由 《3 一 47》 确定 的 简化 Runge-Kuua 方法 的 情形 ,我 
们 求 得 


1 2 ] ; 
一 - -O} = — f Jtr, 
> OR? Cy; 0} po fat 


oat f EHER OHA a y 我 们 夫 这 个 公式 减 去 
I ge 1 | 1 , 
—-- £ = 一 一 一 ch i k -i= —_— i 了 R 
z (y? z fa fi 5 F; fif 
H% f — f, f. HARA Sri FER: 
l i eg i va 
— — e —— ae . 地 一 
ply) (L 7 \f za f;f". (3-83) 


如 果 我 们 选取 = Sy PH WL AHR Be BT BS 
形式 . . 
经 典 Runge-Kutta 方法 可 作 类 似 地 处 理 . 我 们 仅 引用 经 过 
完 长 计算 所 得 的 结果 ， 结合 在 5 3.2-2 HERA, 
B,---,H, 我 们 令 
ff N ff RHI 
J -一 isnt: FFF. P = Ffit aff 
K = fff ff, Q = ERER 
L= ERP R {ffi Hf, 
M = fifiinf HI”, 
其 变 元 均 理 解 汐 F, PAEA 
1 og } ， , 
1 Oe (y; = zg (51 +- $0.F + 18K -e 24L 


+ 4M + 12N + 6P + 1sR}, 


« (54 = 


H5 一 方面 ， 
J pv) = Ae tsJ +K +M +N +P + aL 
: 
+Q + 3K}. (3-845 
Fe Sa 
ply) = +- [I + 63 — 6K + 24L — 4M — nN 
2880 


+ 6P — 24Q + $R}. (3-85) 
尽 可 能 用 f% OD RSA PWR Se, Eu Te ALK 
PRIA FRE 
1 


-一 FE 
py) 2880 576 if TT! if sad? If 
+ =) [2 下 六 fife — Ep fkt + fa FA UE. (3-86) 


对 于 :一 2 六 一 xy 多 一 ?站 一 1 天 一 大 zy 向 量 (3 一 86 ) 
的 第 二 个 分 有 量 给 出 (2-36). 
济 了 讨论 基于 求 积 方法 的 主 误差 函数 , 令 
Cy) = laly) 

RR X s HR, RURA 

aiCy) = FD, isj = lactis. (3-87) 
Rk 是 尾 意 向 量 ,那么 我 们 可 号 成 

f(y + 4k) — fC¥) = hier Gk + OC). 

WS piy) BG-52 h APRA Dy; 


A) MG Foe — 1, HESARI SREB SCY). 
于 是 我 们 有 - 


Ply;h) 一 Dwifly + ply; ph) 


一 >) wilfly 十 phACy;pA)) + Cph er Cx FAT) 


k=l 
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+ O(t] = Ay: k) — ACEO y) 


十 a(t 一 C at) a Cy Cy) + OCA), 
FR 47 Wer E 
ply) = —CE Cy) + | 一 Cut ae CV PCy}. 
(3-88) 


Sn p + 1 Se poy 则 可 简化 成 
ply) 一 —C Cy). 

FEI ANB TE To ERARA Se Se H. 

世上 给 出 的 p HUA BS AE SRT A ASE 
内 此 就 需要 一 个 数值 方法 来 近似 p(y }， 在 一 锥 情形 ,这 个 方 
法 是 由 局 部 外 推 到 概 限 的 方法 来 提供 的 ， 这 便 是 定理 2.5 所 
请 述 的 内 容 . 在 微分 方程 组 的 情形 ， 类 亿 的 方 读 但 成 立信 
6,76, 表示 在 长 度 为 上 的 区 间 上 数值 解 的 增 量 , Te A 


Ply; 有 ) 确定 的 方 靶 分 别 取 步 长 为 占 的 一 步 和 步 其 为 = Aw 


二 步 计 算出 采 的 .采用 记号 : 
ô, — A Ply54), 
1 i 1 LY 
6, = = A k (7; P A) + $ (y + Shey): La). 
S §2.2-7 一 样 ,完全 可 以 证 明 
AP 
I 十 2? 
3.3-6. 5 BOR EHMLAR. FETA MIT Fr, yA 
Plr, y; A) BAHRAT x， 但 仍 用 所 表示 向量 OF/Oy' (R 
而 为 了 表示 对 于 的 导数 , 便 保 留 下 标 AD. Ri Ptr. ys 
A) 确定 的 方法 ? 阶 精 确 并 且 满 足 定理 3.3 的 条 性 。 男人 和 外 ,对 
Fx€ Ca, 6), y €(—0,0) 1) 有 P(x， 
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ely) 一 一 (8,8) + OCH), (3-89) 


y; 对 所 有 蛮 元 有 p+ 2M. FRED @ bs 
mCxs 了 了 )》 存在 且 人 连续 并 有 连续 的 导数 。 我 们 还 假设 P KT A 
oy Rr Sea A: 
|# 2,934 ll <=, Ky, 
IP Cerys al SS Ky isf = lettas, {3-905 
x E€ [a,b], y €€—co,c), Gil,- AKAD 
WE yC) 表示 初 值 问题 (3~9) 的 解 , 并 且 向 量 y, 由 (3- 
30) 所 确定 ,于 是 根据 定理 3.3。 误 盖 en 一 Yo 一 了 (xs) BE 
len] = KA”, (3-91) 
其 中 OK, = NES — a). 
我 们 再 转 到 离散 误差 公式 (3-60), 把 它 写成 如 下 形式 : 
Cnn 一 eu 十 ALP C xn Vash) — Pr Fr) A) 
+ Pr Fre) Bh) 一 ACn yC) (3-92) 
利用 带 有 余 项 和 Taylor 公式 ,有 
PCr Yas A) — Bre Tr 
一 Px, Cee) TF eai A) — Br Cr) 下) 


= Dira yltse); A jel + = 0, KK, 


其 中 leds 1。 如 果 wee’ Gy | Ce) RRR Rn 
a" =a fix, y) 
并 规定 矩阵 GC 为 
Gos) 一 re’ Cx yir), 
fi A RE CR REST HAHA (3-90). M4 
P(x. Flea aD — Gr, Je, 十 AOR LK Kas 
其 中 仍 有 On <1, 最 后 , 令 
repr alae SIP ER OR] n 
再 利用 Taylor 公式 ， 我 们 有 


"7 + 


P(x, 9x54) — Ale, yx) ;A) 
= Af oxy (a>) + UOK, 
其 中 日 依赖 于 x 和, HANS 1， 规定 舍 缩 误差 6. 为 
ë =A %e,, n ™.0,1,2,°°°, 
从 而 可 把 (3-92) GREA 
Ern 一 8, 十 ALGCr,)e, + pixns F(x) )) 
+- OF LK K + AG KIKi + K,l. 
PKA TK Oe ee a eA TA Ale: 
ela) — 0, 
e = G(vje + plr, ¥()) 
解约 一 个 Euer 近似 (直到 OCH). 
利用 本 节 开 始 时 叙述 的 假设 ， 这 个 癌 题 的 解 eCx) 存 在 并 
上 内 对 于 xEfa,b] 有 连续 的 二 阶 导 数 。 从 而 我 们 可 应 用 定理 
3.3, #A els) A E yir), Gie + glr, FORE, 
y) = P(r,y34), ARS 
pel, 


Ey — xe lad] | ae, > GLOI 


(3-93) 


(3-94) 
N, = > ax lle’ C#>]}, 
Ky = KKO + A KY + Ks, 
于 是 导出 
xe 一 e(x,) i] < AK3, Bn € La, $]; 
其 中 
Ky = (N, + KYE — a). (3-95) 
FR Ff Jie HA T E oe: 


定理 3.4. 在 本 池 开 始 所 述 的 假设 下 ， 利 用 由 OC, y; 
上 ) 所 确定 的 单 步 方 法 , 初 值 疝 题 (3-9) 的 解 的 离散 误差 满足 
e, = Ael ra) + A OKs, {3-96} 
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其 中 e(x) Fé (3-93) 的 解 , lO, <1, Ks 由 (3-95) 所 确定 . 

在 理论 上 ， 通 过 积分 方程 组 (3-93) ARIE BG AG, 
的 《3-96) 来 近似 计算 误差 e-， 这 个 结果 可 改进 给 定 的 数值 
Ae. 更 为 实际 的 是 ， 定 理 证 实 了 外 推 到 航 限 对 方程 组 是 正确 
A. BÆ §2.2-7 FORE Frs Ad Begs 1, 有 


yix) 一 yir, A) - LET A) + 6 = 一 -一 人 gi h?*'K., 
1 — g” — g” 
(3-97) 


其 中 lels 令 日 一 0: 所 得 ¥(x) ARER G oa 
定理 3.4 容易 推广 到 变 步 长 情形 one A ea 由 C2-51) 
Hise, HHA C3-61) 4S (3-57), Wij (3-96) 仍然 成 这， 如 
R el( 必 规定 为 
ela) = ð, 


e = Glee + (66x) olr y e), (3-98) 
3-7. 9, T AE, RMOSOLAFAD): 
yl = y, c=, p! = p, 
y = z, e = 2, p [= h, 
更 在 讨论 非 煞 人 性 初 便 问 题 : 
yous, 0) — a, (3-99) 


z' 25, ef) = go 
RUM, Hha > 0。 SR ARMAS ATE (3-525, 其 中 基本 求 积 公 
3 于 n 


-1 een ; 一 十 2 

at ae = yo + 24 (x + 2) 

+ ony” CE), (3-100) 
并 日 od, EE Euler RE (03-47) 中 的 e=-11 的 增 量 函数 ， 


Ly wit Radau REUSE ERNE, 9 Hildebrand [1956], p. 33$, 


e459 + 


(3-99) 的 精确 解 为 yz = Et, ate) = FO, SO =x +a, 
P H 


0 一 ! 
wt Cy Or) 一 (er 0 ). 

AB dig (3-83), 改进 Euer 方法 的 主 误差 向 量 有 分 量 
Pe) mE, Ble) — E, 


HF p=2,42—-3, Apti~a, JA p = 3. 
RE ERS Baa: 


p(x) = — £go, pi) 一 一 


JAC 3-83), 


t7 
9 
Te (Sa RE A ya EC 
; Ž pes 

yo 一 去 — TS 3 


_17 
9 


ES, 


7(0) = Uy 

€3-101} 
E 一 — 6y ES, EQO) = 0, 
47th — PRR OSITABRA FREE. 我 们 积分 
Fy A SBR 


E 3 一 —4 
ns) = {2 (=) — 49 (=) + 47 (=) 1, 
126a* > a a 
z% 3.1 
P Ya Fa — ¥C6> rnb) ore Še 一 =(6) n ELOY 
1 0. 13243080. 00743030. 00773800 .012643% — U .0DZ9812 | — 0. 0030205 
2 -1259683 -GO09683) -0009698 -0152445 —.0003H05 | — .00U3776 
3 “1251219 -QO01219) -O001212) -0155774 — 0000476 0000472 
4 -1250152) -Q000152| -0000152[ -0£56191) — 0000059 - 000035 
5 “1250019, -G000019) -0000019 -0156243 — .0000007 .o000007 
Š «1250002; -d000002, -D000002! 015656249 — . 0000001 -OOUOOON! 
Fi -1750000 -O0000000/ -O000000] .01562350) — .b000000 
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2 iz 一 3 i —ï 
D 一 a il Y a (2) + s2 (2V) 
(3-102) 
FES 3.1 DFAS RAS 27°, p 10197 HF ramo 
TJA (A ie. BOE IR SLR 03-96) SHARE. 


3.4. ABPARAS FRAHESARS 


3.4-1. X REAREA RH. TARE Bie 
算 , 数 值 近 做 了。 满足 把 (3-307 换 成 的 关系 式 
Fae — Fn + LA Xen, Fag ADI n — 0,1,2,---5 
. (3-103) 
其 中 lrn Fn 表示 对 OCr,. 5.54) 的 数值 近似 【5 注 章 这 二 
个 函数 中 的 变 元 是 相同 的 ) :并 用 ”“ 亲 “ 表 示 舍 人 后 的 值 。 从 解 
析 和 角度 讨论 ,更 为 方便 地 是 假设 数值 Fa, 以 关系 式 
Fear = Fo H ADC Fn A + Bo (3-104) 
相 联 接 ， 基 中 en. 称 为 局 部 含 人 误差 向 最. ALR. 
Ena, A 
En = [k Br Fn A) Br Fh) (3-105) 
给 出 。 从 而 它 是 容易 估计 的 ， 但 是 方程 3-1047 HAAR 
于 把 它 应 用 到 定点 单 倍 精度 算术 运算 的 特殊 情形 【〔 见 5$3.4- 
8). 
ZARA S a a SS BR BAe A i 
r, 一 f, — Ya 
RIJ, TE hR IR l 
lell = a (3-106) 


之 下 ,其 中 。 是 一 个 常数 (常常 可 假设 em = su), KA (3-104) 


+ 161 >» 


wise (3-30) (EES 
Yasi = Ya 十 ALO x, Fn A — Oras Wns ky + Enpe 
(3-107) 
如 果 工 表示 由 和 所 确定 的 方法 的 Lipschitz 常数 ， 利 用 


(3-106), # 
Ir sal] << Heel] + BLlirl + 6. 


应 用 引 理 1.2 及 r = 0 ESE, BAAR. BIT AS 
式 推出 以 下 定理 : 
定理 3.5. Mae P.y; A 确定 的 方法 满足 
(3-56), 并 且 按 !3-1067 局 部 舍 人 误差 有 春 , HARREAR 
Be AFF BF 
ile, ff << = Elxan — asta E [4,4], (3-108) 


这 个 基本 结果 是 假设 售 人 误差 不 仅 在 每 个 节点 xz- 上 而 
HBE -s 个 联 立 的 微分 方程 中 的 每 个 方程 之 闻 互 相应 有 系统 邮 
增加 。 因此 地 得 到 的 估计 荐 很 翡 观 的 。 LAT ihe AR 
差 影 响 的 更 为 实际 的 估计 较 之 在 单个 方程 的 情形 更 具有 妃 妨 
性 . 

3.4-2. 累积 人 金 人 误 美 对 局 部 和合 六 误 盖 的 使 未 美 系 ; 一 小 
ae eR A. 我 们 采用 Ede 方法 ;让 讨论 线性 方程 组 

y = Gtxy (3-109) 
开始 。 s x s FB GOUTA IR 2 EAI + BO ERE RL, 
APART, Euer SRE RES pe 

Ptr, yk) 一 Glx)y. 
Wins Ask (3-107) 有 了 简单 形式 : 


Poy = Fa + A Gx, )Y, + Ons (3-110) 
我 们 的 目的 在 于 抬 r, 用 向 量 «Ge <2) 表示 如 下 : 
Fa = > 了 .en (3~L11L) 


mm] 


lz- 


这 里 DD,.w 表示 待定 的 矩阵 。 把 (3-111) 代 人 到 (3-110) 中 ， 
求 得 


于 十 


2 DBD, mem™ > Ei -t AGC x, DD pr vvE。 十 Eats 


m=i m=} 
(3--112) 
其 中 工 表 示 单 位 矩阵 ,， 这 个 恒等式 对 所 有 待定 向量 #, 必 成 
立 。 万 其 是 ， 当 公有 一 个 En ATERI ERE En 
作 一 切 可 能 的 选取 时 , 它 一 定 成 立 。 这 就 排出 在 《3-1127 两 
AED En 的 导数 必定 恒 等 。 于 是 导出 条 件 : 
Dae = 4, n = Ü, l, Z, t+ 
Darra = Dn + AGC, ED ，， (3-113) 
m -一 1 23 n= m, m-t l,-.., 
RZ., KEA See se T E Dno 并 县 由 这 样 确定 的 
矩阵 所 形成 的 商量 《3-1117) RRI ERE (3-110) 的 . 
Sale Doe DARIET $ 1.4-3 B 2.3-2 ch ORR SE ee a 
SAM dim. 还 可 证 朋 当 42-0 ED... SCR Bi E— Pe 
分 方程 组 的 解 . Oe d,o RAR FSD, BRP CR— 1, 
2,'…*,#)， 且 令 & 表示 第 丰 个 分 量 为 1 而 鞭 它 分 量 为 0 的 向 
Z, THEM 03-113) 推出 


dain ™— iy 


dpan = Anim + AGC 2) gm, (3-114) 
如 时 用 Euler 方法 近似 地 和 解 初 值 问 题 : 
dn(rm) = Cx» 
fx 一 人 fx 大 fr (3-115) 


芹 得 到 的 正 是 同一 个 方程 组 . 因为 Euler FEU HA GT l, 
因此 推出 

di = doirn) + OCA), 
fA MPs PRB AS Tee d(x) 组 合成 矩阵 
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Bx), ETI RE 
Dow, = D,.Cx,) + Onn KA, (3-116) 
AO Oun 是 一 个 矩阵 ,其 元 素 以 1 YAK eB. HA 
BD, Ce) APA: 
D,(2,) 一 1, 
Dra = GoD, Cx) 
的 解 . 把 这 个 结果 应 用 于 一 个 简单 的 特殊 矩阵 GO), 例如 
o 1 
G@=-(" ,小 
RHEE; APs > 1, E D,,,, DICE ER A 
值 也 不 再 为 正 . 
3.4-3. E RE AIE Zt EA E E RMR -一般 情 
K. THESE — AHEHE HERR E h ee 
于 《3-1112 BAR, 我们 将 假设 局 部 舍 人 误差 异 8 按 以 下 方 
Atti F A: 


(3-117) 


NAP <2 eg <= KATTI, A= Ay, (3-118) 
这 里 上 表示 由 P 所 确定 的 方法 的 阶 , NN 为 出 现在 局 部 离散 误 
差 再 《3-57) 中 的 常数 , 玉 是 不 依赖 于 4 的 常数 ,并 假设 9 满足 
q22l, SH G-lID RAL, Pl, BBS AIRE 
人 允许 超过 局 部 离散 误差 , 但 当天 一 和 时 仍 必 须 至 少 与 让 局 样 
TRH] OL FEA (3-118) 的 一 个 推理 ,由 定理 3.3 和 3.5， 
我 们 有 不 等 式 : 
l¥. 一 了 [| < AKE, 
IF, — ¥€x il APNE, x, € [2,4], 
其 中 E = Elb — a), 
现在 我 们 试图 把 C3-107) SRRA TF G-110 的 形式 。 
重复 使 用 Taylor 定理 5 对 于 一 个 及 多 个 变 元 函数 ), 利 用 《3- 
LIS) 的 第 一 个 关系 式 , 并 用 OK, 表示 由 (3-90) 给 出 的 事 的 二 
* lod" 


(3-119) 


Bir See ROSE. PRIA 
Pox. F354) ~~ Cx, yr) 
= Pix, y xn AIT 一 piCx,)) 
+ S Pinter ys AH — yi(x, GE — yr)) 
m= alx CF. — yira D + E0, Kht, 
这 里 yt 表示 对 On RAD BoP ROR hA A -t 
jal. pE Gii §3.3-6 中 所 定义 ,并且 
K, = K EQ] + 222° KE), 
aS {Lab o FRAT SKE 
Plx ns Yni) 7 P(x. 902,54) 
= Gr, Cy, — yr)) + 26K, 
其 中 
— i a 
K, = KF (1 十 2 Ag KE), 


于 是 我 们 有 
Pirn Fai 4) — Olas Yn A) = Gir, or, 十 EGR， 
(3-120) 
Se Ki = K: -+ Ka Jel <1. Mami (3-107) 可 换 成 为 
Poa = r, +A Gln he beng EO, 4K, (3-1219) 
这 个 关系 式 等 同 于 《3-110), 上 只 不 过 现在 以 Enp + 66.4, ATK 
METS ss+， 因 此 推出 


r, = rP + rP, (3-122) 
其 中 
rm D> Dain Ons (3-122a) 
m=] 
£2 一 6 AK, DO Di. Ome (3-122b) 


mm t 


a 945 + 


和 $2.3-2 中 一 样 : 我 们 称 rp 为 主要 售 人 误差 ,， 称 re Re 
& G23. 如果 微分 方程 是 线性 的 并 且 可 用 Eder FER 
分 ， 则 只 出 更 主要 误差 。 次 要 误差 的 存在 性 应 路 结 为 方程 可 
能 为 非 线 竹 和 积分 方法 的 复杂 性 。 从 (3-116) 和 (3-117) 推 
出 FES Dan OTARRE A 无 闫 的。 WED 一 (dm)， 
那么 导出 

ire ll <= Kye, (3-123) 
其 中 


Ks = (è 一 ax | ma Emit, 
5 C 4) may a an X | | 


ERES AIRI HAP OM SIAMSAR AAA — Ae a 
级 . 

3.4-4. R REA ARA R. 使 用 以 下 记号 将 是 
Fi. 对 于 任意 向 是 一 《o 站 ,我 们 用 ERS je 
Hide. 所 谓 不 等 式 ， 例 如 vw aw, 我 们 是 报 对 其 所 有 分 量 
有 不 等 式 r a w RM. ATEREA Mwe. 

在 本 节 中 我 们 将 导出 的 界 , 在 假设 

Ën = p+, 8 (3-124) 
下 ;其 中 p(x) RIVERA, HRAD eo eee 
SPs. 常数 8 假设 满足 条 件 3-118). 直 于 对 次 要 误差 
已 经 找到 满意 的 界 《3-123)， 我 们 将 集中 讨论 主要 误差 . 利 
FA (3-1220), SBMS MATH Bee, D 
FTCA AE. RIIE 


Atl E 
ED < 一- m,, 


mat 


nh 


Hp, P, ~ p(x, ); 


m, = 4 >) D,...Pm. (3-125) 


m] 
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A C3-113> 推出 
D， 一 TD < Din + AGC, YD ome 
9 ASE SBM 02-77) 的 方法 , 便 求 得 
Moir — m, < Alpay + GCr, Jmn). 
Av Fase BE 3.3, 记 住 Euler 方法 ,我 们 断定 
m, mx) + OC), (3-126) 

其 中 mr) we 

mlaj = Ù, 

mtx) 一 Gems) 十 了 Ce) 
的 连续 解 。 因 此 我 们 求 得 


po < = {m(x,) + OUD (3-128) 


HAT (63-1233, SR 有 类 亿 不 等 式 成 立 . 于 是 我 们 证 
BAS: 

定理 3.6， me EMAA ETEA- pea kh See 
ey GA HA RBS ARELE (3-124) 为 界 , 那 么 累积 舍 人 
误差 请 足 


(3-127) 


上 


P 一 {m(x,) + OCA)}, (3-129) 
其 中 ms) h (3-127) fe. 
对 于 简单 例子 一心， (3-130) 


yim y's y“ m= y, 
mit p(x) 一 1, im 1,2, 我 们 求 得 关于 m(x) 的 方程 组 
mY = mi t l, wl = 0, 
m” = mi + 4b, lO = 0, 
甚 解 为 
mC) = ox) = etc 1, 


于 是 在 这 种 情形 ,估计 式 (3-129) 允许 和 车 人 误差 按 指 数 增长 ， 
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尽管 事实 上 (3-130) 的 解 保 持 有 界 。 这 样 的 情形 ,对 单个 线性 
方程 是 不 会 发 生 和 的. 我们 还 将 看 到 ,这 个 结 困 对 在 下 面 提 妨 的 
统计 理论 是 不 走 实 的 . 

3.4-5. 鱼 计 理论 - 为 了 得 到 关于 累积 省 人 人 误差 的 性 坊 的 
真实 结论 ;我们 仍 将 假设 局 部 售 人 误差 向 量 e, 的 分 量 都 是 随 
HER. KF e, 的 随机 性 将 作 如 下 和 假设 : 

《i) 令 

fn = E(Bs)s (3-131) 
HET RIE 

Â, <=» pira)» (3-132) 
其 中 p(x) 是 一 个 具有 非 鱼 分 量 的 已 知 向 是 ,其 分 量 为 * 的 分 
BOG OB. HE gs 宇 0 是 与 # 无 关 的 一 个 常数 《但 可 能 依 
HAF A). 

Gi) WE m Se, ALR TRAE See 

ABA 
E[Ce, — pp, )Cen — wh] = 0, (3-133) 
《ii 如 果 m = n, BA 
Ele, — H JCE — pe) m= oCCxs), (3-134) 
其 中 CC®) TEMEER eR, EnA +e Has 
PWA PART, Ft A oo? 4 2 JERE. 

如 时 把 在 不 同 点 x, PAARS ATR 22 73 oe ir Be SLE 
ft SBA Gi) par. Æ (3-134) AeA HAE En 
PA e YL Ae Et Ge FE, SR EE Cei ne 084, ah) 
的 期 望 值 。 如 果 变 量 ss 和 el 部 是 狐 立 的 ,过 7 BADA 
32 4p A — Poet FE. Æ $3.4-8 中 指出 ,变量 si 不 总 是 独 
SLAY. 因此 我 们 不 能 假设 CH) TAR. 

在 本 节 中 我 们 仅 涉 及 到 主 可 误差 rP, EE T iH gE 
ErP 的 定 六 中 的 向 量 0, 的 统计 假设 是 止 确 的 . 作 汐 (1-942 
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RUSE RE. FRR rn? Oa 


EGP) 一 >) Dain Mn- (3-135) 


m=i 


利用 (3-132), BAHEA C, HOB 
W” Fo m, Æ 03-1255 确定 的 ， 利 用 前 节 的 结果 ， 于 是 
求 得 

£O®) < 7 (mlr, ) + O(A)), (3-136) 


其 中 向 量 ma Cor) FC 3-127) 确定 ， 
现在 我 们 转 到 确定 re 的 协 方 差 定 阵 的 稍 许 复 杂 些 的 工 
作 。 如 果 
ELP 一 ECPI — EPY) 一 covarrg)， 
利用 (3-122a) Æ (3-135), WA 
covar( rP) = £ > Donl En 一 Bod > Cer 一 pr) D5 | 


ma | 


= J) 2 Dan El Ce, — Bn Cel — pf) IDE. 


mej fel 


PFA (3-133) R (3-134), CEM me 
covar(rQ?) = = Vas (3-137) 
其 中 , 令 Cn = C(x.) . 


T, = h >> Di, im. (3-138) 


n= 1 


象 早先 一 样 , 我 们 抬 V。 通 过 建立 一 个 差分 方程 与 微分 方 
程 的 解 相 比 . &G.-G(x,), 和 四 复 利用 递 推 关系 式 (3-113)。 
有 


Vaa — We = A {Dyas CDs, 一 > Dan Cad Zen f 


fo | mtm | 


~ = 169 = 


-co + D [DCc-Druo — Dan CuD En] } 


mo 1 


= k {Cun + D LA + HG ID. CDE + AGE) 


mei 


一 D,.C,.Din]}. 
在 COOMERA LAA FSS 
i > G.D,,,.C,,D7,G3 = OCA), 


m=i 


[可 从 (3-1153 推出 ] 于 是 我 们 求 得 
Van — V, = 4(C, + G,V, + VIGI + OCs), 
(3-139) 
如 果 用 Euler 方法 近似 她 求解 以 下 挺 阵 国 数 VC) 的 初 值 休 


Via) — 9, 
Wa) = CO AGAO 6054 W od G(x), 
则 得 相同 的 方程 [没有 OC’) 项 ]， 利 用 定理 3.3, Æ (3-139) 
中 而 更 项 OCA) 并 不 影响 
Va = VCs) + OCA) (3-1441) 
这 一 事实 的 成 立 ， 其 中 Ve) 由 (3-140) ME. 因此 推 得 


covar{ rip) = 7 (Vx) + OF 4), (3-142) 


我 们 综合 本 入 结果 为 以 下 结论 : 

定理 3.7. 假设 局 部 合作 误差 €, 都 是 满足 在 53.4-5 中 
FARRER G), Gi). GD 的 随机 变量 ,那么 款 积 伟人 误 
差 的 主要 成 分 加 的 期 望 值 与 协 方 差 矩 阵 满 尾 43-136) 和 
(3-142), 其 中 mG) 5 V@) h (3-127) & (3-140) 所 确 
E. 


(3-140) 


在 $3.4-7 中 作 了 关于 标 积 误 着 分 布 的 论述 ， 
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3.4-E. 42h VG). (3-140) 的 第 二 个 方程 表示 关于 十 阵 
YO) 的 个 元 素 的 个 联 立 微分 方程 组 , AEM (3-140) 直 
接 计 算 WCx) 是 难于 实现 的。 本 节 提 出 的 结果 可 以 简化 计算 
V Cs) AYIA. 

512 3.3. FER Vex) 是 对 称 的 。 

证 ， 通 过 对 方程 组 (3-140) 的 转 置 ,因为 C(x) 一 C(x)， 
我 们 求 得 

VT xz = Cle) + VIO Ge) + GOVE), 
Bulk VOD = Wie). HF VO) = VCO) = 0, i 
ie. 

7l FA_L Ra, Ro PF PRA SEL RRS 


G+ 1) 


个 方程 。 下面 给 出 的 结 困 把 全 题 化 成 含有 5 个 组 的 积分 ， 而 
每 一 个 组 含有 有， 个 方程 ， 
引 理 3.4. 用 Yo Æ Ala a: 
Yoa=1, Yr)—Gr Yr}, «44 6 (5-143) 
si BAHT a arah, Y'G@) 是 存在 的 . 
注音 方程 C3-143) 对 于 YC) A s FURR s TP 
y a = Giy). 《3-144》 
每 一 列 忆 舍 有 s Pa HR. ERE VW Ce ROO 03-143) 的 
完全 解 . 
引 理 3.4 WE. 规定 矩阵 206925 PAA 
A 
€3-145) 
Rie. 从 而 
(ZNE EOY = ZV) + ZIV) 
m C—O YY + rr Y (x) = 0, 


* EF1 + 


TH 
ri 
这 就 排 得 26) YORE. iba YOO mee. 
BU 3.5". $ Ye) AC3-1430 ETHE HIRE NG) 


IA E 
Noa) = 0, NCD = NGT O) + YCC), 
ax by, (3-146) 
BBA 
Vip = YON, aSr, (3-147) 


注意 ，(3-146) 的 积分 可 以 通过 对 N(x) 的 > 列 的 每 一 
列 具 有 s 个 未 知 函 数 的 s 个 方程 组 揭 积 分 来 完成 ， 
引 理 3.5 的 证 明令 Woe) = YONG), 显然 
Wa) = Vea), 
对 于 导数 ,得 到 
Wo) = YONG) + Y GON (Cx) 
= Gin) YCING) + YON GG (x) 
-+ Yarr] 
— GOW GO + WioG i) + Cir), 
利用 引 理 3.3, We) 满足 同一 个 微分 方程 。 于 是 推 得 
Wr) = VG), 
我 们 接着 来 解 组 (3-146), 着用 完全 解 来 表示 。 
引 理 3.6. (3-146) 的 解 为 


N(x) 一 | YCOOY as | Yæ). (3-148) 
证 PAAN OI 一 0.。 FAIRY SERRE, 
我 们 求 得 


D 关于 这 个 结果 :作者 感谢 G. Culler 博士 . 
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N'i = Yiri YOE (2) ¥7 C2) 
+ iy YOC Tds | Yle 
= ¥ UC) + NGT (Ox). 

这 正 是 所 需要 的 . 

把 引 理 3.5 与 3.6 的 结论 结合 起 来 ,我 们 得 到 以 下 结 困 : 

定理 3.8， 如 果 YOA (3-143) 的 完全 解 ,由 (3-140) 
By ATE RE VC 可 表示 成 如 下 形式 : 

Vix) = ¥(x) [E YOO Gas] YrCx). 


(3-149) 
鲍 ， 当 


Gtx) =-( o) (3-150) 


和 时 ,其 中 心 是 一 个 常数 .并 设 s 一 0 和 Cr 一 工 RAKE 
Viewed. SiE 
Yo) Ti sincx  cosix )- 
因为 矩阵 YCx) 是 正 交 的 ;大 有 
YU) = Yr) (3-151) 
E 
i YC (de = al, 


Fe KF RA C3-151), 我 们 求 得 
Vie} = xl, (3-152) 
3.4-7, rP ASA. RANERI i—i OO tt i 
n— œ 时 rP okam., H (3-122), PA ry 的 每 个 分 量 
一 般 说 来 是 依赖 于 所 有 向 量 En tE, man 为 了 
应 用 定理 1.8， 因 此 必须 假设 每 一 个 向 量 sn HOR AS Zi! 


a PY4 - 


APLAR IAS. RAs Cir EH AREL. DRRNS 
Vi (e7) Dam = (Cds), 
A SLR A C1-96) 等 价 于 这 样 的 条 件 ,天 对 于 
Xs == X, aI xh, 
。 fe iii 
Emė Gi yA 
对 一 切 m < n HERR., 
关系 式 (3-116) GHA, PF D,, CRAT «emer ab 
是 -一致 有 界 的 . MITEA (3-153) (hae ae ARREDRE, 
对 于 一 切 充 分 大 的 # 1B, 
vy cee > 0, i=1,-..,", (3-154) 
其 中 *e 与 # 无 关 。 我 们 通过 证 明 以 下 引 理 来 建立 (3-154). 
引 理 3.7. Rees COM T ese DLRORE 
续 且 正定 的 ,那么 和 (x) 对 于 4 二 x lb RIESE. 
证 明 ? 是 基于 和 鞋 复 应 用 正定 短 阵 的 如 下 特征 . 
引 理 3.8. 对称 矩阵 A 是 正定 的 当 且 仅 当 它 可 表示 成 形 
A A = uu, EA a EAERI. 
4X “PE BA nf 2 |] Birkhoff Be Maclane [1953] Bo H 
中 定理 20, 
MSIE 3.8 推出 ,对 于 a 宏 上 和 天， 我们 可 求 得 非 洛 异 矩 
E B = Boz, 1 Ci) 一 BB’. PASE 4 oe Soe Fe RRA 
i Y COBO 是非 奇异 的 。 利用 引 理 3.8, 矩阵 . 
Lid = Y OCOY TD = Y OBOL "Bw I 
EEEL Auk, WE k BARES. WA 
kL DE > 0, a+ 
TALAH LO Ba BRAK, Auk 


一 0。 i,j 一 E,-+**ss (3-153) 


D pa G. Cula 博士 所 提 笛 的 。 
”了 了 二， 


| ELCO käs = k” lf" ZOZI k>0, srh. 
TERRAE 


M(x) 一 (Leper, 


对 于 a 之 x 所 5 是 正定 的 ,并 且 可 分 解 成 形式 
M(x) = aleja ie), 
其 中 ue) 是 非 奇 异 的 。 守 应 用 31 理 3.8， 

Vix} = YOMO = Yal Y coa] 
EETA. AH EHA T 5[EE 3.7. 

Su EE BIE SE EER LRAT, BBX 
AA (3-154). 于 是 证 最 了 (3-153), 县 可 陈述 为 如 下 结果 . 

定理 3.9. - 假设 局 部 人 铭 人 ©, 满足 在 $3.4-5 开始 时 所 陈 
述 的 条 件 O, GRGD, BHC 是 分 段 连 续 正 定 对 角 
mE BRASS AVS r SHH HA e — OUR xn 一 
x, a Z r&b RRR ERa. 

变 步 长 。 以 上 所 建立 的 容易 适用 于 步 长 按 (2- ;1) 变 化 的 
情形 , 只 是 我 们 要 求 机 坐标 r. 为 准确 机器 数 有 困难 . 把 步 长 
25 EAE 9 Cx) 对 限制 沟 分 人 时 常 数 正 函数 类 .利用 类 做 本 $2.2-8 
中 给 出 的 分 析 ,; 可 以 证 明 , 对 于 变 步 长 ,定理 3.6, 3.7 3.9 的 
结论 局 然 正确 ,如 果 铅 量 mx) SAG Vw) HEM (3-127) 
及 C3-140) 分 别 换 成 

mls) = 0, 
mo — Gimle) + L962) pce F719? 
Via} = 0, 
Weiss = [9009 1 COC) 4+ GOI Vix) (3-156) 
+ VSG), 
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3.4-8. 局 部 会 入 误差 . 局 部 伟人 误差 由 (3-104) PR 
定 , 它 实 质 上 依赖 于 算术 运算 是 怎样 完成 的 . 
i》 单 倍 位 精确 度 , 定 点 。 已 经 给 出 

Enp = LAD rae FA] — AOC xn Fash)» 
其 中 SSR OC MMA URSA z, z* 表示 一 
个 向 量 , 其 分 和 量 是 对 应 于 z 的 分 县 伟人 司 的 值 , 这 正 与 以 前 的 
情形 一 样 ， 

, Gat: 一 Baa + Paris 
其 中 

Foe = LA Bre Fa A] — AGC x, F254) 
£5! AIRE ( RR SHS A TB) GE 

Pas: 一 [Br Fa A) — Ol x, Fn A] 

REAA RZZO o HKA) 如 果 把 基本 单位 记 成 w， 
BA =x, 的 每 一 个 分 量 以 = u 为 界 ， 而 Pnn 分 量 的 阶 为 Au. 


因此 ， 对 手 充分 小 的 8。 局 部 含 人 误差 大 多 数 归结 为 引 人 误 

6. 如 果 将 x,+ 的 分 量 当 成 具有 和 矩形 分 布 F(x) 的 随机 量 

[ 见 (1-1093], 并 且 当 一 画 被 认为 是 一 个 随机 变量 ,使 得 
E(B — @) = ma, covar(@ — @) = Dz‘, 

WWR D ERATAN As, HA io r 和 

Ò 一 o PERI. Ee enn 满足 


EEs) = muh, covar€e.4,) = (+ | 十 PD) we, 
. FF < 


€3-157) 

Gi) 双 信 位 精确 度 ,定点 ， 从 理论 观点 来 看 ,用 定点 十 进 

制 或 二 进 制 双 信 位 精确 度 运 算 , 等 价 于 使 用 基本 单位 为 六 的 
单 倍 位 精确 度 运算 . 

Cii) ABS? RGAE, SA. ROBY, I A Ax, 都 是 
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精确 的 单 倍 位 精确 度 的 。 用 a* 表示 对 向 硬 z 正确 售 人 后 的 
单 倍 位 精 衫 度 的 近似 值 . 部 分 双 倍 位 精 兢 度 的 算法 是 由 公 
A: 

Fo == Fos 

Fae = Fn + AD x,. 9554), n = 0,1,2,-- 
来 描述 的 . 

招 委 理解 汶 对 @ 的 数字 单 倍 位 精确 度 近似 (但 无 需 是 四 
RIES AJGA). HR 4 事 未 经 合 人 。 HAMS gE 
示 成 精确 单 信 位 精确 度 的 数 ,从 而 #5 备 的 分 量 和 多 , 的 分 量 均 
是 精确 弘 倍 位 精确 度 的 数 。 在 这 种 情形 ,局 部 爹 信 误差 汶 

Ena, = ALD rn F254) — Br Fnk (3-159) 


(3-158) 


RINE 
B(x, F254) — Plans Fn h) 一 Bx, F854) — Ox, YESA) 
+ Olr F554) — Pirn Yah), 

He 表示 基本 单位 ,我 们 将 假设 

ID — Dl = ku, 
Hh A fe Pe eK. 利用 Lipschitz $644, (3-56) 和 以 
FEJ: 

mx I 

lye 一 yell = 3 
oh Ell 

le < (k + 252) he, 


如 果 u = OCA), 则 推出 (3-118) 成 立 ( 因 此 把 r, SARER 
及 次 要 成 分 是 可 能 的 )。 [对 于 单 倍 位 精确 度 运算 一 定 要 “一 
OC) ] 如 果 满 足 这 个 条 件 。 累积 误 差 性 态 实 质 上 是 通过 (3- 
122a) 确定 的 主要 误差 性 态 , 于 是 就 开辟 了 一 条 应 用 统计 理论 
iy ete, 


e177 + 


我 们 假设 向 县 
&, 一 Fr 一 这。 (3-160) 
Sy REE RAAT Fes FOSTER, FEEL 
= 


Wn = Dires FEA) ~ Br A) 
的 分 量 必 是 | 秆 机 变量 , 且 请 足 
En.) ku, covarC ns) = We, 
(al r 和 第 阵 W kare 理想 的 情形 是 当 的 误差 民 刻 使 
入 而 引起 ,W 一 二 L TORS Ben RRR covarCesns) 
的 表达 式 , 我 们 注意 到 利用 从 (3-107) H (3-121) 的 推理 ， 
EA 
ix, FEIR Br Yn 8) = Gr )6, + OCK 
其 中 G 表示 由 (3-120) ERRARE. TERIA 
Esu = Alte, + Glir), + OCF}. 
H+ EO = 0, 我 们 求 得 


ECe,.,) < suk + OCF). (3-161) 
此 外 ,由 于 


covar( GC x, 6, ) = ECG ra) G x, )) 
= Gle, (BS G(x,) 一 = G(x, Gre, 
并 且 因 为 变量 q 0S, 是 独立 的 ,我 们 有 
22 1 I 
covar(e,) = P {W + E GGG Cn) + OUD}. 
(3-162) 

方程 (3-161) 和 (3-162) 所 确定 的 量 p(z) 及 Clx) 对 完成 
s3.4-5 中 讨论 的 绕 计 分 析 是 必要 的 。 Gv) 浮 点 。 令 * 为 任意 
FELA, He BE. 对 于 任意 实数 z, ie] 
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表示 不 超过 z 的 最 天 整数 ,而 用 log。 表 示 以 2 为 底 的 对 数 , 念 


m=<=flog,lxl] +1, a = br, (3-163) 
于 是 我 们 把 = 表示 成 形式 
r = ab”, (3-164) 


PREALA & AR r BE So ER me EO TB, SRK a ER, 
7 mk < ARR Boe IAS aR Al [2 i). 

SUR Zeb EL be AR PR, ER BL EK 
范围 内 ,精确 好 表示 另 一 方面 ,实数 — A SHE RB EE 
表示 ，, 它 常常 用 团 定 的 精确 度 的 数 来 近似 ,其 基本 单位 仍 记 成 
n. a 的 定点 精确 度 的 近似 记 成 a*。 如 果 选 取 a* 使 得 


la — a*i Sa, 


我 们 则 说 浮 点 数 是 对 称 地 什 作 《可 异 有 些 计算 系统 无 对 称 使 
ND. 一 个 祥 点 数 则 称 为 精确 和 机 器 数 , 如 果 4 一 so*. 

在 大 型 计算 机 上 ,几乎 普遍 采用 评点 运算 ,因为 它们 无 需 
预 估 计算 中 出 现 的 数 的 大小 ， 以 及 招 问 题 " 换 算 ” 到 定点 运算 
HWE. 但是 ,在 评点 运算 中 ,不 仅 对 乘积 而 且 对 和 都 是 舍 去 
的 ， 

我 们 称 两 个 和 祥 点 数 近 于 相等 ,如果 它 们 的 指数 是 恒 等 的 . 
ATHBARM = 与 > 的 和 称 汐 正则 的 ， 刀 昱 x 十 3 RR Ra 
的 指数 等 于 * 与 ?中 指数 的 较 大 者 ， 一 个 入 单 的 概率 推论 证 
明了 在 大 多 数 情 形 ， 两 个 不 是 近 于 相等 的 小节 和 是 正则 的 . 
现在 我 们 来 讨论 = Ce + y)" — (e+ yy), Mike By Ow 
AAR TABS LS HR Ae + y BEA. oR 

jx] > ly|, z = 22", 
并 且 舍 人 是 对 称 的 ,显然 有 


|r | = 二 ap 一 > web Uioeglailts | (3-165) 
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号 然 上 上 亩 的 洽 是 精确 的 ,但 难 平 进行 分 析 工 作 , 耕 为 出 现 最 大 
RB. HTE m = 1 + [leg,] x] ] = logsix| 一 iog,{al, 我 
有 有 
Pllogplsllt1 一 = je | AEn 
FTESE | 
Ir! Ew#|rl6, (3-166) 
其 中 6 一 二 699， 从 而 


Loc ts, (3-167) 


Rik. ea 可 换 成 了 — $, RE RES 35] (HK FR 
替 。 在 特别 重 归 的 一 2 这 种 情形 ,8 位 于 限 十 和 1 之 鲁 ]. 
届 二 我 们 反 上 面 的 结果 应 用 到 有 前 的 特殊 问题 在 泽 点 
BE BAS FY, 是 由 公式 
F = n, 
Feu = LF, + LABen Fns)" 
ARH. AMARME AREH 
Ena = (Fe (ABC Fa AD — F + Aan F343} 
给 出 ,并 且 可 分 成 如 下 的 三 个 分 量 : 
Ent M Ona 十 Baas 十 Poti 


这 里 as 和 | pne BCD 中 所 定义 ,而 称 t, EFR, E 
M 


(3-168) 


aya = (Faas + AlB Fa AIT 
- {Fr + (AGC tn Yn }. (3-169) 
让 我 们 来 讨论 asa KURO oh... BORRAR yi HAD 
ACE ABS, AE EUS, 以 及 yil > Lae] Oe 
设 在 这 里 特别 适合 , 汶 为 4 其 小 ). BES AHO AT 
Soo nh, DI ES RRA eyi, EOE A Rae 


» [BuO « 


Bo Be AC ol ek Fa ES A. FR A RS A RSS 
去 :从 而 我 们 可 假设 
Ên <= On Fas 
Ep O WA Fi SERS. FO Pac ee ME (3-167). 
对 于 统计 工作 ， 蝎 为 自然 的 假设 便 是 把 sam 的 分 最 eis, 
看 成 其 有 分 布 玖 数 为 F(x) 的 独立 随机 变量 ,其 中 


w = 2u Ol yi]. 
TEW ECeis.) = 0 & 
varl es) = = a? BC yf a 
3.4-9. 数值 例子 。 在 $2.3-7 中 讨论 的 数值 试验 可 用 以 下 
方式 推广 到 方程 组 ， 求 线性 组 
y = Gr)y 
ty RCE ER ¥,.20Cg = 1,2,-°-,0), 对 应 于 如 个 初 值 条 件 
ya 一 7 了 oof1l + JAJ, q= l,- “O, 
用 高 精确 度 的 计算 来 确定 理论 于 的 近似 值 Yaa 对 于 任何 需 
灾 的 * 值 ,于 是 得 到 累积 合 入 误差 的 避 个 样本 


Tn,g = Y a.a — Frigo 


fe BOTH AR 


covar(¥, J- = (Crna 一 Ba rI, g — ab) 


>> 
D 321 
LL Se, 0%, — aal, 
O Fat 
$E =e) ARE fE ov... FM RB oy SE eA IR eI. 


1) BF vee = Cit Gaya EA a IE RIG LSU ia. 


+- LHL œ 


我 们 在 下 面 来 记录 对 两 个 特殊 方程 组 所 进行 的 这 个 试验 
结果 (每 一 个 包含 两 个 未 知 狼 数 )， 为 了 简化 记号 , 令 


y = y, pm a, 


LA ke 
so 人 
covar CY, ) 一 人， ~) vix) = LU A? 
我 们 满足 于 对 试验 的 条 忻 和 数值 结果 的 简要 播 述 . 
试验 下 . 


微分 方程 : y 二 — ez, z = ry. 
47) (el St: Xo = O, Poo = Lo”? x 2%, Zoo 一 Ü, 


方法 : ”改进 Euler HHE((3-47), Ra = 1), 单 倍 位 精 
确 度 , 定 氮 二进制. 


关于 局 部 含 人 误差 的 假设 : 在 [一 E u, u) pata 
WA e = e C= 1. 
r, hit LR: p= g4 一 0. 


hoy SBM Bie LAA: 御所 葵 察 的 情形 E YCx) 在 
$3.4 一 6 中 计算 出 来 ,其 结 且 是 


u = w = y, =p, 


因此 我 们 希望 
a T Zur, b = 0, (3-170) 
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预 佑 的 


FP he FE 
Pat 


AO 3.1 试验 1 中 yw HRSA 
在 表 3.2 中 给 出 pg. a, b Re 的 试验 和 预 估 值 。 疼 3.1 
还 图 解 地 给 出 ”的 值 及 标准 信 a 的 值 ， 预 佑 与 试验 值 之 间 
得 合 得 很 好 ,这 是 明显 的 . 


of O.6 |—G.9 
tog —O.7) ü.7 | 一 1 .8 3.8 
EA is ate 5.7] 9.7 29.8 
wh — 4.2 
ue 33.9 
# = gb 0 ü 
mef = se 


试验 2. 
微分 方程 y 一 =, g == + y. 


+ TRA 


图 3.2 


ØE A FE: rs = 0, Voa = 27%, goo = O, 
方法 : Runge-Kutta, ASAE. EAL EH. 4A, 
Ck» 与 试验 1 相同 . 
关于 局 部 售 人 误差 的 假设 : 辣 试验 L 
rs 的 理论 上 的 期 望 值 : p= g= o, 
协 方 差 矩 阵 的 理论 值 : D G-H AER u, o kwp 
下 列 睫 程 组 : 
u =l +r, f =u, w — lee, 
其 解 [在 初 值 条 件 VO 一 0 FEOLA 13) 
a= we sinh r, p = cosh r — I, (3-E71) 
FE 3.3 中 给 出 ps go ob Re 的 试验 值 和 预 舍 值 ; 在 图 3.2 
Mag th P A a BSE. 
显然 ， 这 里 不 能 保证 零 均 值 的 预 怖 是 正确 的 。 可 以 验证 


» FRG + 


SP dey WR 22 i gg 3-136) 所 预 估 的 值 


pP gq = P oer? — i} 
7I 


E+D mi, RRM a= uh, CERT 
WEARER TE Fue 换 成 对 称 分 布 Fstw) 来 证 明 这 个 


Mm 3.3 


pp ad 


f =g 
Fes fs ee 一 we 


(Ta 


—_ 
= 
-J 
a 
[| 


其 3.3 Hiki r, SS 
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值 是 正确 的 ;但 是 由 $1.6-1 PRASAD AIR = = uh, iA 
{ASE ARPA A, | 

我 们 从 (3-171) 可 以 预料 到 mr BUA dE t A HH 3K 
的 ;正如 图 3.3 AR RERAN b/a) 是 已 
知 的 。 这 个 预料 已 起 实验 准确 地 证 卖 


com ee -= 


3.5. RA 


§3.2. : 
1. 验证 : Fs = 1, H (3-42) BHP OD MED) 
的 表达 式 与 第 二 音 给 出 的 对 应 表达 式 ( 特 别 是 参看 §2.2-40 4 
— Hr, 
2. fits = 33S vm xv — yoy afm lps, 
P= go 全 部 窟 出 由 -人 -42) 确定 的 量 A!, BY, C E D. 
3. 令 yi 一 Xx, 一 J, 一 1, 了 二 了 RIE: Ws —2, 
E? = faze H Bf ccyf + 3fryyt E fyyyf, 
PY — Ce t bef fen + fyyf)s 
G = fy fee + fayt © fost Ds 
Fy? = Cts + fof). . . 
4. 确定 最 *- 般 的 三 阶 Runge-Kutta 方法 ,其 表达 式 为 
Dy = a, E + a k, + a, k, 
其 中 k, k, Ak, H (3-48) 所 确定 。 $3.3-7 中 所 叙述 的 方法 
是 AI — AATRE. 


§3.3. ~ 
5. A FSR Bi. AEA RA SE IR ea, A o 
过 关系 式 < 
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Yati 一 Yn + + ALi C¥ a) + f(s )] 
被 隐 式 地 确定 。 
6*. 对 于 下 


Vou = F, + = ALFCy,,) 十 下 有 


十 E PEG) — £9.41 
确定 的 方法 ,重复 问题 5 . 
7* .建立 在 Gauss 求 积 基础 上 的 一 个 特殊 方法 。 基于 
Gauss 四 阶 公 式 的 求 积 方法 ,可 写成 
Po — Fa = AECI nap) 十 下 yorr)]，(3-172] 


这 里 Varp 及 了 we 分 别 是 在 点 a + ph Rte 十 94 上 解 的 预 
估 值 ,其 中 


3 一 V3 3+ stva 
. 6 aT 4 
Hammer 和 | Hollingsworth [1955] 提出 了 ,rs 及 ywte 作为 以 下 
方程 组 的 解 来 确定 的 : - 


Yato = 7, 十 G -P KET — - PECK n+p) 


— p El Far) 


Yata, = F a at Gow Eef Y nap) 


— (2p — gl Fna) l. 


(3-173) 


(a) = 
Fore 一 Ya + phB Tn; ph), 
we Yura 一 Ya + Ghia Ys; gh), 


r [A7 « 


Boli = Å + Š 4B + = ity (C+D) 
+ = [s,(E + 3F) + «,(G + H)] + os), 
Baty: = A + = B+ =. BYC +D) 


+ = Ale, E + 3F) + r C(G + HY] + oY, 


(3-174) 

其 中 

7 一 过 疡 一 人 ， y, = S27—P Py 

2 P 2 2 ! 
s = 22 PE, sz = 20 — PL, 
了 
r, 2 ta ge xq 一 20 py — 
P q 

rE PAA oy 2, 


Cb) 计算 由 《3-1722 Æ (3-173) 所 确定 的 方法 的 增 量 函 
数 。 并 证 有 明 这 个 方 法 的 阶 为 4[ 而 不 是 3, 正如 由 (a) 的 结果 
所 预期 的 那样 ]. 

Cc) 证 有 明 主 误 葬 函数 为 


— 1 er i A 
Py) 4320 roa ETD tz M * 3N) 


一 二 (PT 十 QI) 一 一 -让 一- 


28S 4320 no+ 
L - : rp 
十 432 (Faf 一 fi RE. (3-175) 


Cd) 将 这 个 结果 应 用 于 以 下 方程 组 ?的 积分 : 


D 作者 感谢 C. B. Tompkins WIER D. Pope 博士 手 供 的 这 个 例子 。 洲 
给 出 了 数值 计算 ， 
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和 = 5 yO) = 0， 

’ 1 1 € 3-176} 
一 4 x, 2( 0} [m —, 

x y 十 10" {DY T 


y = S (52° — 3e 2 — 4x7 — 2), 


g =a ean €10e** + 6e°* — Br), 


尤其 是 证 明了 伸缩 误差 函数 的 分 量 。 一 “: 及 了 一 为 


e(x) = —r 1 aot o- 1 


—ix 
720 1200 “ 有 
1 i _ 
(<) = —y — gi¥ 一 -一 ¢ =), 
f! 7 \360 600 


【用 网 格 长 二 一 27, p 一 2,3,-……,7, 在 区 闻 (0,1) 上 数值 积 
分 ;证明 在 x。 一 1 处 的 误差 十 分 准确 地 按 ASIEN A 

Ca = —O.010A't, fe = —0.0204', 
与 理论 一 致 . ] 

8. 用 在 $3.3-7 中 讨论 的 方法 ， 取 步 长 上 一 2-?， 户 一 2， 

3,°': ,对 方程 组 
y = —rz, y(0) — 0.1, 
_ s = ay, z(0) = 0 
的 数值 积分 得 到 表 3.4 中 给 出 的 数值 ， 并 通过 伸缩 误差 而 重 
Mii RES REBELS. 

9. FRERAFRUSAR, 证 明 对 于 so 一 0, 一 1， 
即使 4 等 于 过， 有 从 xz 一 0 至 * 一 1 步 长 改变 因子 9 一 1 一 > 
要 求 无 限 多 步 数 . 

$3.4. 


10. TEAR Ha (3-117) Gate BY Ba PE be Bk D, (x) 可 表示 成 


+ LBS ， 


Z00000000 "一 z00000000° | TI00000000 一 
F0000000" — e00000000” ;2Z00000800" 一 
1z0000000° 一 10000080" ET0000000 一 
905000000" 一 çpZ000000" p81000000" 一 
58800000 一 ¿88600000 ¢16z00000° — 
60240000" 一 g£L190000" HE9p000C — 
bny8zTTO0 = pSBebsnn0’ LELE1 £000" 一 
ATA TALIM i NOLELTZIO'O PS6EZ9600 04 
686666660" — 8866666660" 166666660" ~ 
618666560" 一 €06666660" £26665660" — 
760666660" — 977666660" 614666660" — 
$97766660° — Z18£66660° 6SE66660°~ 
98ZBE 6660" — 979056660" £96296660° — 
€40Z16660° — 964609660" 756902660" ~ 
GhE667960" — £166220260" 689y97260 一 
EZTIO 人 9£8+79080'0 é£79592680'0— 
¢ + | £ 


100000000" 000000000 "一 6 

100000000" 000000009 "一 g 、 

800000000” +000000000 一 .| £ 

zzt000000* 190000000" ~ 9 Oy 

96100000" 726000000" 一 5 

670E 0000" LS 10000" ~ y 

OF LZ8bO0D" 068762000" ~ £ 

55265290070 208655800 0 一- | 7 一 4 

y66666660 | 966666660 一 6 

16666660" 646666660" — g 

ff19666660- -| 909666660" 一 | £ 

906966660 “| 5866660 "一 9 oe 

a1gSZ6660" ‘| —bS 9.480660" ~ £ 

zyS08660” yzzz06660 "一 + 

站 5860- Z7E86PZ660° — £ i 

TzpS+0060'0 C668S6h60'I— 7=d 
a a 


md 
E 
H 


+ (90 * 


YOY (a, FLA Y Cs) age 
Yi = GOY Cr, Yea) = 1, 
于 是 断定 T 
Dan = Yia) Y kn) + OCA), 
11. 487p (3-138) 作为 近似 定 积 分 的 Riemann AFF. te 
HE AT 10 AZAR Ze Ve aR A SS PEERY. 
2.07 SBRSAN BHA. 如 果 Cio) = ylrjy a), 
其 中 y(x) 表 未 (ww) 一 已 Gy 的 一 个 解 , 证 明 
Vix) = (x 一 2)7 了 CCz)yTCx7。 
作为 -个 特 跌 情形 , 便 得 到 (3-152》。 
13- & s= 7, 万 一 1 及 
0 gle) 03 
Ge) = Ce j ), v= 者 
HERA l 


t m w= C cosh sf Kode) ab, 


p = [sin (|; eae) ag, 


作为 一 个 特例 , 便 得 到 (3-171》. 
14. 全 7 吧 了 2 人 一 下 此 


cnt io O) 


Wix) = (x — a)i, 
作为 一 个 特殊 情形 , 157 EY (3-152), 
15. 候 设 局 部 人 镶 人 误 壬 为 对 称 分 布 并 且 用 定点 十 进 制 运 
算 , 用 单 步 方法 (a 六 0), 讨论 方程 组 


Ca e yie a, YOO) on ee _ 


ve BA 


> 191. 


2 - 
人 


的 解 的 局 部 舍 人 误差 传 潘 。 
16. 对 于 方程 组 . ; 
y = —z, yO) — 27, 
g = —2y, (0) = a 


重复 问题 15. 

17. 对 于 方程 组 | 
ym, Om 1, 
ro 1 p= 

x y? (0) l> 
重复 问题 15， 


18. 假设 1 = 2, > 
v-(" sbe- i) 
其 中 a, 5, < 及 a 部 是 常数 .引入 向 量 


方程 组 (3-140) 可 写成 如 下 形式 : 
Vea By, 


2 2a 2h 0 
-|(: 3 -|( atd bj 
i. “0 2e 2d 


HE BART BEBO PF Re 


其 中 


y = By 
AAEH v = reta j 1,2) 的 解 , 其 中 是 一 个 适当 
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的 向 量 并 且 1 Aa, G ORE. 

19. 令 GR—T © Bee, ATER A+ ,而 
对 应 的 特征 向 量 为 as soe. 证 明 对 于 s BROT Re w(x) Bo ee 
分 方程 l 

y = Gy + yG* 

A y = amje PE i, j [m Lye ee gs CHRR RA E e A 
SHAD. 

注 

| §3.2-3. 本 节 的 分 析 是 模仿 Gill [19511 的 。 一 个 不 向 的 

Rh PH Ry Ze a Albrech [1955], 高 阶 Runge-Kutta 公式 由 Huta 
[1956,1957]} 4. 关于 Runge-Kutta 方法 的 扶 它 理论 上 的 
贡献 ,参阅 Kuntzmann [1953,1959a] B Tonescu[1954,1956], 
计算 过 程 的 讨论 是 由 Murray £1950}, Gill [1951] Æ Blum 
[1957], Martin [1958], Romanelli [1960], Anderson [1960] 
SOA. Wy. 的 不 同 分 县 玉 用 不 同步 长 移 Runge-Kutta 方法 
的 变形 是 Rice [1960] 提供 的 。 Chaplygin 方法 的 应 用 COL 
§2.1-2 中 注 ) 汶 Babkin [1954] 及 Artemov [1955] 所 讨论 . 

$3.3-2. 3 FT A HE ER AR Ja 7 H Lozinskil [1953] 
Æ Capra [1956] $ M. | 

$3.3-4. X F$ H Runge-Kutta 方法 对 的 不 同 入 是 由 
Bieberbach [1951] 给 出 的 ， 

$3.3-5. 对 于 两 个 方程 组 用 Hen 方法 积分 的 情形 ,这 里 
的 统计 理论 是 由 Rademacher [1948 ] 概括 的 。- 
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”第 四 章 ”高 阶 方程 组 的 单 步 方法 
41. 5; 


4.1- 上 .32 阶 了 个 方程 的 一 般 方 程 组 . ADAG Rea Sh 
的 一 个 整数 ,并 且 用 fF 天? 表示 具有 .个 分 量 的 坷 
E Gži ROBRAB SBR Fx, Ye ytty 对 于 
réla, RE RAB y’ y’.--- oy BREN. gbrika A 
程 
vy? = flr), (4-1) 
HGH eee yi), EN a RAM ee RR 
- yP 一 下 CryT y fe), ay M@)), . 
zxéja,4}, (4-2) 
ELEA SS Flin FRIAR: R (4-1) BOR, 
THERË - 
yla) = 7, y Cad = a Ma) = TY, G3) 
Bich yon’, ++. 9 She SE ee. 
在 一 定 条 件 下 ， 这 个 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 可 以 定理 
3.4 FEM. RIRI 
CA} fy. y a YO RIF E Lasd A yy *， 
y? 的 分 量 的 任意 有 限 值 是 确定 县 连续 的 : 
(B) 存在 一 个 常数 4, 使 得 对 任意 及, :72 和 8 
y 及 一 切 x€1las,51, BA 
Cx Fs fr +++ FDI 
< Ay yy 1. (4-4) 
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BUSA. fT 46850 y',--- oy? BES Lipschitz HEL F 
是 我 们 可 以 证 明 : 

EMAL SRK fx,y',-+- yD ERE (CAD 与 
CB), ESHE 2,97, +--+.” RARR BBA EEF 
函数 了 (x), EE le, 8] 上 连续 且 有 直到 9 KER SMH. H 
HWE RS (4-2) 及 (4-3). 

证 .我 们 规定 合成 的 so RABY 


y' Ez) 


yF Es et 
BB 人 fx yy = For, VY), 
y? 
y 
fle, Y) = 
yt 
Fx, y) 
RIRE BSA sq KBR DR oF H a 
RN- | 
Y = f(x,¥), (4-5a) 
Yo) = n. (4-5b) 
我 们 把 定理 3.1 应 用 于 这 个 问题 ， 显 然 满 足 定 理 的 条 件 
(A), 并且 由 
flr Y — fr YON < ly” 一 天 | 十 -十 jj” 一 多 ?| 
+ AC|ly™ — yi] +--+ + Hy 一 yc 
< (1 + ADi¥* — YI 
推出 满足 定理 3.1 的 条 件 (CB), Le ltd Awa 
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i (4-5) EEY. WE e's) 是 表示 那个 解 的 第 一 
YF HR, HOE yl = yx)， 网 由 微分 方程 (4-5a) 的 前 
Ca 一 1)s 个 分 量 推 出 Ye 一 C1,2,""" 了 9 一 了. 
Mf yt Ce) yO 1 l 
关系 式 (4-5b) 包含 (4-3). BR (4-5a}) MBA 个 分 
量 。 我 们 断定 ¥(x) 满 足 (4-2). FRR RAT AG 
(4-3) 确定 的 初 值 间 题 解 的 存在 姓 . 为 了 证 明 这 个 解 是 唯 一 
A, zx) RAR PIA ERT. ARERR 
zís} 
z Ce) 
zx) = . 
Ey) 
WERA ze 是 初 值 问 题 (1-5) 的 解 。 由 于 这 后 一 个 全 
是 的 解 的 唯一 性 ，ztz) (EST Ee Oe). 克基 
E, Ris 个 分 量 是 证 等 的 . 出 此 推出 a) = yG@), rela, 
b]. 这 就 完成 了 定理 4.1 的 证 明 . 
我 们 需要 关于 zl) 的 导数 zz 人 ,让 ,2 的 精 
和 确 相 对 增 基 的 一 种 记 法 :而 zt 为 微分 方程 
zD 一 fCr,Z, Z ?) (4-65a) 
AS fe HTE 
zla) 一 yh C) = y’, osz) = yt, (4-66) 
HEr s 2 [6,6] ASRS HE 


y! 
yi 
是 给 定 的 <9 TAR. WR 


r 19g 


zr) 


z Ce) 

zir) — : bd (4-7) 

et Dee) 
我 们 将 令 
,本 Cr 
A(x, YA) = : | 

A(x »>¥354) 

一 + [zCx + A) — wr) 1. (4-8) 


4.1-2. 二 阶 特 珠 方程 经。 在 $4.1-1 中 讨论 的 一 般 初 值 
问题 的 如 下 特殊 情形 是 常常 出 现 的 ， 尤 其 是 天 体力 学 中 的 问 
Hi, 

Fla) = R,y Ca) = 7, y” = fx, y). (4-9) 


KERR RERA A TW’. 形 如 (4-1) 
的 微分 方程 被 看 成 特殊 的 微分 方程 ， 其 中 ff 不 依赖 于 任何 导 
BX. 

Ha Hi oS BA CEO ee > RRRA D 
程 世 是 值得 注意 的 . ASRS. RMNS|A—#ics., eK 
限于 用 在 这 种 特殊 方程 。 我们 始终 是 令 了 =z 引进 2s 个 
ay 


Y= (Z) f(x, ¥) = Vey) 


这 2s 个 一 阶 方 程 组 相当 于 由 《4-5a) 给 出 的 微分 方程 <4-9). 
用 mt) ERWE uG) = y, wey z ýJ u” = EC, u) 解 ， 
其 中 了 Aza. 我 们 令 


» LU » 


Ar 二 
h 
OCr Yr +A) 
点 A 
PA Hee TARO HER a Fe Ba AY 与 A R A 50. 


(4~10) 


4.2. 高 阶 方程 组 的 数 慎 方法 


虽然 总 是 可 以 把 高 阶 方程 组 化 成 较 大 的 一 阶 方程 组 来 进 
行 数值 上 的 人 处理。 但 是 还 可 以 设计 出 许多 积分 旋 法 来 直接 解 
决 这 梓 的 方程 组 ， 而 无 需 化 成 一 朴 方 程 组 。 基 于 这 些 方法 中 
某 些 具有 小 的 局 部 离散 误差 的 事实 ，, 便 要 求 这 些 方法 也 具有 
小 的 票 积 误 差 。 在 84.3 中 的 理论 分 析 糙 指出 这 些 要 求 是 不 
合理 的 ， 从 离散 误差 观点 来 看 就 没有 理由 不 把 高 阶 方程 化 成 
一 阶 方程 组 .由 于 这 个 否定 的 结果 ， 我 们 仅 限 于 描述 ， 测 对 
问题 中 某 些 方法 不 加 证 明 ， 虽 然 虐 面 关 于 误差 的 结论 仍然 或 
立 。 但 因为 和 用 这 个 微分 方程 取 特 殊 形式 的 优点 便 有 可 能 节 
省 一 些 计 算 工作 ,于 是 对 于 二 阶 特殊 方程 将 给 予 一 定 的 注意 . 

4.2-1. 一 般 方 径 组 的 增 量 函数 ， 方程 组 14-17 ee GR 
分 的 单 步 方法 是 由 具有 sg 个 分 量 的 同 量 值 函数 


Pls YL AY, 
Plx,.¥s4) = : €4-1i) 
Pte Vs A) 
TEA, Ee ADEA BAR 
Y, = 7, 
Yar = Va AP Cra Vans Ah), n = 051,25--- t4712) 
计算 出 的 向 量 ye E AURE 和 (x,). = 


对 于 得 一 个 函数 yen: 一 Ü, l>e ag — 1), | FA ST Raz 
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HERS Or A ARs. MERA 
得 到 前 ea 一 个 导数 值 ,就 元 法 甩 单 步 方 法 来 得 到 解 y(*) 的 
Wi. HSH, PEA, LEAR. 
SHAM ABA RAR o, R TERERAA R 
ERA PYA) 
PCr YA) =, yer YN) (4-13) 
4.2-2. Taylor BA. RAP BR, Bz a ae PH 
— AS Be REP EBSA A > BE BO AY H Se it A SO] OE 
3. 用 显 式 或 隐 式 Tayo 展 式 均 能 实现 这 个 一 致 性 . 我 
THIRA ££, + ER ES SR RK 
FY = y' EAER F yay. 例如 ,如 果 微 分 
Hey" = fi yiyo Be, WAL i wa BS wor ‘om 2,2) 
AY oy Be SP AL SR aR A eS 
f = f, t £,: 9 + f f, i 
ERRO By” — f y 的 情形 ,ff 对 yy 分 景 的 
导数 可 以 用 f 明确 地 表示 出 来 .并 令 y = z, RNA 
f =f. +E" - 
我 们 将 用 Fir, ys A BRAM TAB A 的 Taylor ke 
臣 部 分 ;而 无 需 用 函数 王 便 可 计算 A’, .于 是 
» - n+l Å art AT r 
T Y;a =y ured + pa GD 
v= 1,2,..*,9— l, 
Teir, ¥34) = 0, 
处 而 我 们 可 写成 po | 
» » ATY 
A’Cx. Wh) = Tr, Y: 全 十 gT“ kr) 


Pe, Y+- “3 《4- 14) 


Ai Fl i 


y 一 
《9 — vrt 3%) 
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Alr, Y.Z) 一 工 + Z fas Y) HET E (zy 了 


poy o (4-15) 
Olr, y zA) = f(x,y) +4 f'(x,¥.z) +-->, 


WRA SBT A te Se PP, 那么 在 适当 的 项 数 
Cl a ee ESR, C4-14) E C4-15), Ha SBA RR. 
但 一 般 来 说 ,并 不 推荐 这 个 方法 . 

4.2-3. Runge-Kutta 公式 . FM Runge-Kutta 方法 (3- 
48) 应 用 于 组 一 f(r, Y), UPPER, AHIR fH sg 
分 且 的 最 语 :个 中 合 有 给 定 的 也 数 ff; Wee BE 
不 重要 的 . 因此 人 们 总 想 计算 Ronge-Kutta 系数 eCe ™ t, 
2: -5 的 最 后 的 子 向 量 ws HRM CHT A 
Pr 一 1,2,--+,¢) 表示 成 如 下 形式 3 

sr. sr Y: A s 

p Cx, Yh) - 一 T”(x,Y 14) "Ga Ty 之 Y sE 
r= 1,2,+*+59, (4-16) 

这 里 kk, 表示 不 依赖 于 r 的 卫 数 主 的 菜 些 值 .选取 适当 
的 数值 系数 7,, 使 之 与 Tayor AA (4- M4) 一 数 《 直 于 一定 
Bae cK). 

这 个 概要 的 思想 是 由 Zurmich! (1948) HEM. Ae LJE ID 
(4-1) Gs 一 1) 的 单个 方程 的 情形 得 到 了 k SFR RASA. 
由 于 它们 是 对 称 出 现 的 ,我 们 给 出 如 下 的 稍 许 不 同 的 公式 , 它 
对 于 形式 (4-1) 的 任意 多 个 方程 是 成 立 的 ， 为 了 形式 上 的 简 
化 ,我 们 假 证 于 不 显 式 地 依赖 于 *， 这 总 是 可 以 办 到 的 , 把 向 
E 7 坪 加 一 个 分 量 o, EMEND TE 


yo — {j 
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及 初 值 条 件 
y Ca) = a, Ca) = 1, PCa) =m 0, vmm 2, -9--1. 
对 于 g > 2, 从 而 推出 yo as, 于 是 方程 组 (4-1) 等 价 于 
yD — fy. y,- ), 


其 中 y 表示 变 元 向 量 , 并 把 分 量 彤 一 0 加 人 到 FE 
$% Zurmiihl 所 作 的 一 样 、 在 (4-16) 中 选取 天 一 4。 我 
们 规定 向 量 k, 汶 


k, = E,CY:; 4) CY Yi,- yey,” (4-17) 
Hte OY’. Y.-H 4.1 给 出 。 l 
W a.l (4-17) 中 ff 的 变 元 


入 1 2 3 4 


| | Pe | TI ea 


Yi] y y t Ay vit hy -LR y y tay + by" 
_- aam we 1 ys 一 o 
+- byt 
4 
Vly lt Day e+ Day tity ett ay 4 Ly? 
1 
tiy 
he” aed 
a 


`, ™ r 


ya-3lya—tige—t eG hye? 74 一 十 -Laye L Ayam yt? Ay ++ A? yen 
7 l zs - 
十 — h* y* 
4 
ya lya- game 十 Saye yt + Ayto! +L At yI yI th yT +t Aly? 
+ 1 A? K, 
T 4 


Y e— jyt: yr hye yi + = hye 十 1# E, y1 路 yT yp + & 7K, 


¥* | ¥* y + AK, y + 4K, ytt AK, 


在 (4-16) PRR x, 、 


= 201 « 


yo (ga — v +1) 
= Ca — v + 2g — vv +3 


= la 


n fac 
y =y, ee ae ah) 
É 7 (g 一 v + 2Ha—p+3) +: 
fu — 1l 一 “Fv put. r = 1,2,--°3¢4 


la — r + 2Xą— v +3) 
给 出 . 注意 系数 Ye RMF 及 4 一 ”， ER 4.2 中 给 出 
is a Ae - 站 


mm 4.2 E 16) 中 的 系数 7.。 什 5 


上 1 7 oh 
6 3 á 
1 0 
7 F- 
9 é _ 1 
20 20” ~ 30 
8 4 _ tl’ 
TS TS +5 

AYE AE rs PRES — 阶 方程 组 
y ' = f(x,FY, x), 
Bich z = y, 64-16) 化 成 为 
Pie ,y,zsA}) = ze P Alk 4+-k, 十 k), 
{4-19a} 


Pr yzi 一 = Ok, 4- 2k, +2k,+k,>. 


k, — f(x,¥,2); 
k= ffri ta, y+ he z+ Hak}, (4-19) 
“2 2 20°07, : 


的 


ke 
、 2 2 4 x ° 


‘kk, f(z thy thatl Why, et hk, 小 


= 202 = 


By LATER ATP h 4-16) HAERERAA Ø x; a 为 
PYD — AY: = OCF, - (4-20) 
Pre hy — ACY; A) = OCA) = 1,2,°+-+-5g—- 1. 
因此 ,“ 在 用 相当 大 的 精确 度 计算 出 y 的 值 时 ，y” ”及 
y“ ?的 增 量 证 数 的 精确 度 是 不 大 于 通常 的 Runge-Katta 方 
LEB TR BEY. 

4.2-4. Af Ra AZO) Nystrom AA., Sf EB at A 
程 , 工 的 全 导数 公式 稍微 简单 些 ， 并 旦 使 得 对 给 定 的 图 搞 次 
So’ F Runge-Kura 蒜 巧 便 能 达到 比 一 般 刁 形 所 预期 的 较 高 
Fe OHH BE PROG AT RE. 因此 ， 取 两 次 置换 ， 我 们 能 达到 省 
与 A 相 一 致 ,误差 为 0CP); 取 三 次 置换 ， 误 华为 OCs); Hy 
四 次 置换 ,误差 为 OCH’), 

RMB FARAH x. f= fi. 从 而 增 量 
BGR RF ow, BOR EB y 外 是 依赖 F z = y A. F 
HERRERAS 


Ë y.z: A) z+h 


Dml 


a, Epo 


(4-2la} 
PCy. z; h) = ys, k, 
的 等 殊 情形 ,其 中 : l 
k, = fiy), 
= 一 fly + pp 十 hpg k) (4-2ib) 


k. 一 f(y +Apiz+ “pf (q—qaJk+4:k,3), 
k, = Fly + 4p,z2 + # ol Cae — gs — aoe, 
+ gk. + gles}. 
BAM r 和 参数 值 dps pp 1, vr ee) VLR fis Pas 6 53 
所 需要 的 精确 度 有 将 : 
假设 有 关 六 数 是 充分 可 徽 的 ,如 果 ?是 最 太 整 数 ,使 得 对 
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CYA) — ACY:4) = OCR). 


我 们 就 称 Pte SA eR SAT. 可 以 证 月 CH 

= == p, =Œ 一 一 = 1 = 一 2, 
5), Oi « = 2, a, 2 Z,h 4” Š a7 A 3 
4 一 >We 一 3。 于 是 公式 (4-21) Sw 


Ply.z:h) 一 z 十 = Ak, + ky), 


1 (4-22a) 
Wiy,z;4) = — ey + 3k), 
$p 
u : k, = fiy), ， ， 
k = f(y +2 rat Lk), (4-22b) 
3 


我 们 得 到 p= 4 CHL 7), 如果 “一 3, Hwee Bate Se 
PCy.z;h)—z 十 ACs, + 2k,), 


1 (4-23a) 
PCy, z;4) = Pa (k, + 4k, + k,) 
其 中 
k, = fí y), 
一 工 二 
k, f(y + 2 hath k)» (4-23b} 


— 1 2 
k,=f{y + Az + +l). 
E mA HERH Br r = SHA i TI ine 8), > 
Ply zk) = z+ T AL 23k, + 75k, 
一 27k, + 25k,], (4-24a) 
Fyzik) 一 oF [23k, + 125k, — sik, 


-+ 125k,j, 
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其 中 
k, = fly), 
2 2 ,3] 
f (> 5 25 ) 


k, 一 f(y +2hrzt+ + #k,), (4-246) 
3 9 
4 4 ,i 


公式 (4-22), (4-23) Æ (4-24) 由 Nyström [1925] 在 他 
的 关于 微分 方程 数值 解 的 主要 研究 报告 中 给 出 . 


4.3, 离散 误差 


+.3-1. ka MER ABH. HBR OC 所 确定 方 
EPMA. MRS PEAS 站 的 每 -- 个 的 选取 , 由 (4- 
12) 确定 的 向 量 了。 OB yh. y25。 ¥S Teele, 41 

lim yè — y* (x), v= 12 sg， (4-25) 
其 中 yo BaP al SIRE. le Y, artip 
By] LA A EIH 5 a Bs BB sg 个 一 阶 方程 组 的 解 
的 人 作用， 的确， 如 果 我 们 总 是 假设 函数 ØC. Yi BSH 
KRAE, HRS Y WE Lipschitz 条 件 。 那 么 根据 定理 
3.1 的 证 明 , 由 (4-12) 确定 的 人 向量 Y. wie 


lim Ya 一 zx), (4-26) 
其 中 zC) AR POA) 


z= Pir, z;0), zla) — y (4-27) 
的 解 . - .| 
ST SRE y 的 一 切 选 取 , 这 个 解 是 与 y(r) 一 吾 的 ， 
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= AX 33 
PCr, 250) = f{x,z}.. - 
对 * A z 为 恒 等 的 , 即 是 ,如 果 l 
Prix, Y0) = y*tt, » = 1,2,-- "g -- l, 
Bx, ¥50) = fCx, Y), 

以 这 些 关系 式 表达 了 出 p 确定 的 方法 的 相 容 性 茶 件 . 
对 于 $4.2 HICH RRA. CTAB. 对 于 特殊 
二 阶 方程 组 , 相 容 性 条 件 北 成 , 

Pir, Y:0) =z, Ox, Y;0) = f(x,y), (4-29) 

把 定理 3.3 应 用 于 向 量 yo RNBMAS 

es 一 Ya -一 了 (xzo) 


(4-28) 


的 下 下 先 验 界 : 
定理 4.2. 如 时 存在 一 个 常数 工 , 使 得 , HTE 了 
和 ”一石 xEkas21 与 玉手 有 加 六 0, 均 有 
BY) — Br, AN ELHY™ — Y, (4-30) 
HERON P 为 常数 ,使 得 对 于 x&€Tlas6] MASA, A 
Cx, YC) — Ale YA SNAP, (4-31) 
ACIP yo eos EAE C4-5) PE. 因此 ， 击 《4-12) 
确定 的 向 量 yn 满足 
TTY, — ¥Cx,)i] & NER x. — a), 
weEia,], AS ho, _  €4-32) 
TERE (4-31) PHM PS @ 一 各 的 分 量 的 近似 信 的 
最 低 次 数 琴 制 。 多 是 ,使 得 
rr YB) Ari, YC A) E ANA A h 
(4-33) 
BLADET Po ATS tl- . 
IT €4-31) 仪 是 一 个 界 而 不 是 洒 近 公式 :这 个 如实 本 身 
并 不 能 保证 yw 的 每 一 个 分 量 的 误差 其 阶 均 为 嫩 ii hee aw E 


+ FÜ + 


dy APR. (ASL. 在 $4.3-3 中 我 们 将 会 看 到 ， 除 极为 特殊 
的 例子 外 ,确实 是 这 样 的 情形 。 - 

淮 了 把 定理 4.2 的 结果 应 用 到 特殊 方法 ， 则 需要 知道 工 
FINA. FL FO SRA, SRE aA AB 
$§3.3 和 3.3-4 中 的 方法 求 得 。 对 于 Zurmihl 公式 ,关于 NN 的 
异世 可 参见 Gautschi [1955 4, 

4.3-2. LIRA AR. 设 f 耻 和 省 都 是 充分 可 微 的 ， 我 们 可 
H Alr, YA 5 Ole, Yi 4) 42 4 SFR BA Ce. yD, 
x€[e,5]) 展开 。 DR PRB Wace, bl 和 一 茹 了 均 


PCr, ¥54) — Alr Yk = OCA") (4-34) 
说 最 大 整数 ,那么 称 乡 是 由 旬 丙 傅 定 的 方 评 的 阶 .， AR 
p(x, Y) 
g(x, Y) 一 ( : (4-35) 
pics, YV. 


由 ， 
Plr, Yih) Atri Wo pr YA? HOLAT) (4-36) 
确定 , 且 称 Cx,y) MHRNERERM. 正如 前 几 章 -~… 样 ， 
主 误差 获 数 可 用 来 对 局 部 和 累积 离散 误差 渐 近 地 进行 估计 . 

MEM EHR. ERAAN HE) EA A RI Taylor 
展 式 之 闻 第 一 个 不 同 项 的 偏差 是 容易 计算 巴 来 的 .我们 不 来 
用 54.2~2 中 讨论 的 方 靶 来 实现 这 个 计算 . 这 只 要 注意 到 ,最 
然 HRMS, (AE (4-35) 中 的 一 些 子 向 量 为 零 则 完全 
有 可 能 发 生 . 例如 ,对 于 方法 (4-16), 我们 有 

g = p = +a = gt? == Ü, 
“区 于 特殊 的 二 险 方 程 组 来 说 ,合适 的 方 蕉 ,我 们 窟 为 


(x; F, z) i 
x,¥) = (F 
' rl ) Cx, ¥> z) 


我 们 将 不 证 明 就 给 出 $4.2-4 中 所 介绍 的 一 些 Nyström 
J SH RS. RAER f RRT x x, HHHPH 
HJ bao 对 于 方法 (4-22), 我 们 有 


olx, z} — =f" > 
(4-37) 
1 13 
WV 5 an e OL Pu - 
(y7) aE 324? 
而 对 十 方法 《4-23)、 有 
i oe Al we o 1 Fr 
PY,z) 770 * tag 1 ， 
, (4~38) 
ToD a apg ft gg fa 
tf 
Er fje fatz x 


APERA (4-24), 未 计算 出 主 误差 现 数 ， 
有 趣 的 是 可 以 看 到 ,对 于 一 个 简单 的 特殊 情形 ,例如 
了 ”一 一 了 ， 
上 面 的 公式 是 怎样 作出 的 。 在 这 里 我 们 容易 求 竹 
ff oe & Psy; 
此 四 下: = es f; = Eia 一 = ++ — 0, eet F C4-22), 
们 得 到 | 


1 
P™ 53%? 


LA Be 04-23), 


1 
p = — 


4.3-3, RR BREAZM SUA. T JERI 
TARA y 一 fley) RREA X A H Ay BRE 
Glix). M fey DESH GOE sq x sq EE 


+ 708 - 


G(x) 一 a, » (4-39) 


0 I 
Gis) Gtx) Ga) G(x) 
这 里 工 表示 * x s REE 
G, = CeCe), v= 1525+++ 54s 
其 中 


Of (e, YG) Sof — ls***35, 


Oy 
而 y* 表示 y* 的 第 了 POR. 对 于 特殊 二 阶 方程 组 ， 由 于 下 
ARF 六 ,我们 有 


pi Caw) = 


G(x) 一 lac 0); (4-39a) 


其 中 Gtx) — G Cx). 
于 是 从 定理 3.4 推出 | 
Y, — Yra = Aretxn) 十 OCT), (4-40) 
其 中 ee 表示 初 值 问题 : 
elr) ~ Gel) + plr, ¥Cx)), E 
ola) —0 (4-41) 
的 解 ， 
显然 , Rie RABASHDE, Heke 的 一 些 
DEAF. 例如 ,如果 p 一 一 :一 pg ~ 0, 而 et = O, 
那么 ,会 
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efx) 


; ots) 
alr) = 


ota) i 
RIIM C4~41) 可 消去 eo? Gr), +--+ et) HERE (2 Ay 
fer fal ea: 

OC = Girele) + Gire. C6) 4 

+G, (ea Ce) + pl, YG E 

e(a) = e” Ça) = -+ = ema) = 0 (4-42) 

的 解 . | | 
FREE PE PEE oy! Ce) 的 误差 渐 近 地 为 OC 4"), 

好 使 Œ — A’ 具有 更 高 些 的 阶 . 关于 一 个 特殊 微分 方程 在 
Zurmibl 公式 的 特殊 情形 下 ， XP 要 的 否定 结果 为 Rutishau- 
ser £1955] 所 说 了 末 . 
对 于 特殊 二 阶 微分 方程 组 更 完全 的 分 析 丰 可 能 多 aOR 


aile 
eix) 


elr) = Ge ， 
那么 方程 组 (4-41) 可 写成 
elx) = dix) + ofr, YY (x)), Saas 
dir) — Goes) td rr Y a (4-43) 
ela) = dla) = 0, 
WE dir) 便 得 到 
ex) = Glrjelr) + blr, YG) +o (Cr, YC}, 
e(a) = 0,e (a) = we. ¥(a)), 
FF TE ME Ce WC) + we YOR) = OL 
plo, Ya) = 0 
用 特殊 情形 , ela) = 0, 
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(4-44) 


上 述 结 时 可 正式 陈 述 可 下 ， 

定 还 4.3， 如 果 由 下 (x,Y; 4) 所 确定 的 方法 为 站 阶 ， 并 
EFEMER Eia tl] 及 性 意 了 都 有 上 十 2 阶 连 续 导 数 。， 刚 
初 值 问题 (4-3) 的 解 的 误差 e= Y, — Y (ra) 4 xr. € la, ó], 


太一 0 时 满足 
e, = 一 relxa)} + OA?T1), (4-45) 
其 中 elr) 是 初 值 疝 题 (4-41) 的 解 . 
为 了 便于 说 月， 我 们 把 上 面 和 的 结果 应 用 于 通常 的 初 值 I 问 


jel yy” = — YF, vO) = l, CO) = i, 这 里 : = ] 。 WS eR 

的 Nyström 公式 (4-23), RIIE P = 4, 并 利用 (4-44), 有 
"(x) = —e + yt) 一 一 + cos 
eC) = (x) -+ TEAS efx) + Tag Cos, 
el = ¢ (0) 一 0, 

于 是 


etx} 一 3 (xcosx — sinr}, 
把 通常 的 Runge-Kutta H$ (3-48) 应 用 于 上 方程 组 y' 一 2， 
z = —y, YQ) = 1, 20 一 0 我 们 便 有 (用 本 章 的 记 身 ) 


1 
= -— — + p = 
P 120 3 1207” 于 是 


bles) 一 一 cfKxy + “eo, 
elo = e'O) = 0, 
ik Be SH BS ee EE Ce 


ex) = Z (x 0084 — sinz), 


“一 


4.4. ennie P 


4.4-1. 非 统计 理论 . Oa Y, WE 


= 71] = 


Yes 一 Vo + AD Cn, Vas 4) -HE (4-46) 

其 中 向 最 gor 表示 局 部 人 铭 人 误差。 以 定理 35 TWRBRRSA 

RÆ r, 一 全 — Y, 的 一 个 粗糙 界 : 如 果 局 部 伟人 误差 注 足 

eal] 6, #—~1,2,-°- (4~47) 

并 且 工 表示 由 (4-30) WERI Lipschitz BE, PBA RAR 
有 


lire] < A Ex(x, — a), xs € [a,b]. (4-48) 
(BEI | 
Ê, <= PCr) (4-49) 
便 可 得 到 更 为 精确 的 界 ,其 中 PCx) 是 固定 的 具有 非 负 分 量 的 
分 段 连 续 和 连续 可 微 的 函数 ,并 和 且 
Nar se e < KAT, (4-50) 


这 里 六 ,KK Ag BRKT ARR. Lage pp. 当 人 允许 
局 部 舍 人 误差 支配 局 部 离散 误差 时 .假设 44-507) 出 是 很 自然 
的 ， 于 是 从 定理 3.6 及 以 前 的 讨论 便 可 推出 

一 rP tre, 


ep re 一 OCe), a 


D < 一 — {mCxs) + Oca}. (4-51) 
BE Bx aCe) AE O ORIA 
m' == Âm + Pir), mia) = 0 (4-52) 


的 解 . 对 特殊 二 阶 方程 组 的 情形 ,我 们 令 


1 plr) 
ep = (Z) m= (™ ). PG) = ate) ` 
h TIER G 的 特 丈 形 式 54-39a) HR (4-52) REA 
形式 : 


» 712 » 


m —n t+ pirt, 
w — G(x)m + q(x),2 (4-53) 
mla) = nla) = 0, " 
mR rP CRI yw HEARD KAMA, WAT 
从 (4-53) 中 消去 mCx), 并 且 求 得 | 
a <= {mre) + O14}, (4-545 
其 中 
mx)m + p’(*) + q(x), 
m€c}— 0, ma) = pla). 
4.4-2, 统计 理论 §3.4-5 的 结果 容易 应 用 于 目前 的 情 
形 . 我 们 把 会 入 误差 e MNES, ARDE 
po = ECés). 
并 假设 < 
Pa < aP(x,)s l | 
ELC Be) En Be) 一 oy” (4-56) 
其 中 P(x) ECARD Reese AE SEB] AY A ee BA, 
Cle) EE AIM JERE EE, 其 元 紊 为 共有 类 似 性 质 的 x A BE 
数 。 拒 定理 3.7 应 用 于 初 值 问题 (4-5), FERS 


4-559) 


ROY) < = {m(x.)+OCA}}, (4-57) 
其 中 mCx) 由 《4-52) 确定 .元 其 是 ,对 于 特殊 的 二 阶 方 程 组 ， 
APIKE {m(x,) + OCA} (4-58) 


而 mle) h (4-55) 所 确定 . 
对 于 协 方 差 矩 阵 . 其 结果 更 为 复 琳 。 定 理 3.7 陈述 为 


covarde} = Z {Vzs) + OC}, (4-39) 
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其 中 Vide ee SORE a 个 微分 方程 组 
Y = C + GV + VG Via) = 6 (4-60) 
的 解 . EA ee | 


covar(rg?) = sr >) c= (5: >} v= (ww u) 


于 是 方程 组 (4-60》 可 写成 形式 
V=—C+ WI+W, (4-61) 
WwW = D + U + VG’, , 
U = E+ GWe wa, VI WT Uta) = o. 
MERA re HiSAM, 那么 只 喜 要 确定 矩阵 V. 
但 是 ， 用 任何 简单 的 方式 从 组 中 消去 Wo U 儿 乎 是 不 可 能 
Mes = 1 ROMS, Hees C,D,--- 人 成 标量 .如 时 


ce d ee 
= (S < )， Vv 和 a ai ). 
方程 组 (4-61) 便 化 成 l 
e = r -+ fw, : 
| w= d + u + ge, (4-62) 
u= e + 2g, | 
Bh g = g(x) 一 jCx,y(x))。， 假设 glx) 和 的 元 过 都 是 充 
分 可 微 的 ,我 们 求 得 
v2 gv )， 
se" + 2d’ tw + (gv)) i 
= e” H AR te gv — eo) + (eeY). 
从 而 os) LP ROA 
p” — 40’ — 2g'u = c" + 2d’ + 2e — 2c (4-63a) 
LA SHE A FE 
(a) == 0, ola) = cla), 
v'la) =c (0) + 24€09, (4-63b) 


对 于 我 们 在 $4.3-3 PRAMAS 一 一 
Yo) = 1 y (0) = 0, Agi) 一 一 t。 Rhee = |, 
d = 0 CH RY AMA ASE, BAAR), PIA 
ma (4- 63) 化 成 

“十 48 = 4, of) 2 (0) =O; v(t0) = 1, 
根据 (3-152)。 容 易 验 证 其 解 为 rO) = x, 


4.5. 求解 的 问题 on 7 


§4.2. 
1 .利用 Nystrom 公式 (4-22), BR A= 0.4 FU 4=0.2, 
求 初 值 问 题 
ny) = 1, yO) 一 0 
HORE ys IEA RAIA (GL Hildebrand [1956]， 第 50 T) 
确定 yO 的 最 小 正 根 £, 
LIF yO) = a, FB 


= Efi (2) (a gy Y] 
给 出 一 个 解析 解 .] ° 
2. 采用 Pystrom ash, €4-23) 的 数值 积分 ， 求 出 中 
二 一 0， yO) = 0, y'(O)—1 
iff 5 AY ESA TA H ERAI ee Be A SA fe a. 
3. 采 用 这 样 方法 来 确定 参数 p, 使 公式 (要 求 一 次 ! 和 置换 ) 


g.. OCy,254) = z + — hk, E 


y :十 


Fynsk 
RGR EAN Bb k 一 ffy + Apr). 


= = 


4.2f— fly), f 一 8f/8y', 并 利用 求 和 约定 。 


A =f, H = firm 2'zizts™, 

B = f, r’, I 一 fyg f zizt 

C = fy zzi, J = f; first 

D= £f, K = f; fF, 

E = fu 2/272%, © L = fifigziaty Ta 

F = f; fz M = fff", 

G =f, fiz’ s ‘ zi 

iy’ = z, y” — f(y), 证 明了 对 于 < OESO 

f= B, 
E = C+D, 


f= E+ 3F + G, 
fe = H+ 6p + 43+ 3K + L+ M. 


“Sania Kh (4-21) ae, HARM 4 中 的 记号 ， 
证 明 | 


K,— A + 4p,B+ #? [+ ae + pa D| 
+- f° [E PiE + piar F| 
+ [去 AH + > aK + pak] + OC). 


验证 由 (4-22) 确定 的 方法 是 形 如 (4-21) 的 唯一 的 方 
法 ; 它 对 * 一 2 达到 一 3. 
6. 验证 


K, = A + 42,B+ # [+ C+ pg. D) 


K |= HE + pig, F + pitias G| 


#2716 4 


+ A |E MH + > pln + > PK + plyg 


十 + Pipsgs L +- 入 加 gg M| + OCW). 


7. 利 用 上 面 问题 的 结果 , 证 明 对 于 * = 3 的 方法 (4-21) 
Fa fft P= 4, FUATHA fli > Ds Di E ai qe yy Bia Ss Be e. 


p= t+, n= tt, 
47 — 1 2 十 上 # 于 2 
a Ts,” G2 2 B= G4 — 1)” 
a = 24 -E+ 4i +2) C1 + 22 ， 
C42 一 Da + 22901 + 229° 《4 一 13Ct + 27) 
a Å= — I, 
(4 + 22)01 4+ 27) 
b= 22—-1+4fC1 +2) BF 


(42 — DO + 28C1 + 227)” ba = (42 — 1901 十 22) 


b= l 
3 (4 -# 2D + 28 


{MHF em 1 得 到 公式 (4-23) 
8*. 证 明 


K, = A + 4p,B 十 #|+ ae 十 pag D| 
十 由 |= EE + Pid + PACAN + qp:)G] 
PT £ HH + piai + Agp + 9oj 7 
+ 一 = plari + gapi DL + P Pings + P9296)™ 
+ eK + OC, 
~ Pai | OCR) 
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并 日 验证 Nyström 2835 (4-24) 为 5 fr. 
9. 2p P72 an 
@Cy,z3;4) = z+ Ala K, + a, K)o 
Piy K+ 2,K, 
BY AF BR Bt EP A SB He HR 
K, = f(y + Apa zZ), 
K: 一 fly + kp z + pig, K). 
[公式 (4-22) 是 po — 0 的 特殊 情形 .] 
54.3. 
10. 对 于 三 阶 方法 544-22) ,确定 定理 4.2 RARA ELAN 
HJI. 
11*. 对 于 四 阶 方法 (4-23), EEP 10, 
12. 把 方法 (4-22) 中 的 主 误差 函数 的 分 量 旬 和 下 用 问 
题 4 中 所 确定 的 向 量 A, B,C,--- 来 表示 ， 并 验证 关系 式 
{4-37}. 
13. WER; 对 于 方法 (4-23), 主 误差 函数 分 量 赴 


1 L 1 
,2) = — L. E — -| F — G, 
py z) 720 240 120 
11 J 1 
， ~ H t l t I tya 
Hy, z) 2880 1920 120 720 


+ +_L+i8em 
480 480 
给 出 ,并 验 正 公式 (4-38). 

14. 对 | 问题 9 中 构造 的 方法 族 , 计算 主 误差 也 数 pg; BE 
ape + y 一 0 这 种 方式 米 选 取 参 铬 ?9 这 个 结果 的 意义 是 
HtA? 

15. 如 果 用 三 阶 Nystrom 公式 (4-23) 解 初 值 问题 (3-99)， 
试 确 定 伸 缩 误 差 函 数 etx)。 与 三 阶 Radau 公式 比较 其 结果 


nm OLB * 


EFEO 

§ 4.4. 

16. 人 研究 初 值 问题 y — y, yO = 1, y0 = 一 1 解 的 
合作 误差 传播 ,假设 局 部 舍 入 误差 为 对称 分 布 ; HA (a) 定点 
+ HE hie Sis Cb) 序 点 十 进 制 运算 1 在 后 一 种 情形 , 令 (4-62) 
中 ele) = Cyle) Y, ef) = GG), dtr) = 0.] 

17”. 以 特殊 的 单 步 方法 对 微分 方程 y ”一 Kx, OR 
秆 积分 忆 及 对 更 一 般 的 方程 yy 二 fe PRR SAT 554.4- 
1 和 4.4-2 中 所 推导 的 那些 结果 ， 

i 注 

$4.1. 化 # 阶 方程 汐 一 阶 方程 组 的 优 缺 点 册 Collatz 和 
Zurmih! [1942] (tb F H, Collatz f 1960], %11), Rurtishauser 
{1955 j, Ceschino Æ Kuntzmann Í 1960] 本 讨论 ， 

$4.2. 对 于 高 阶 方程 的 直接 积分 的 其 它 方法 ， 网 Nyström 
[1952], Babkin[1948}, Rapoport [1952], de Vogelaere [1955], 
Varobev [1956] 以 及 在 第 6 章 中 所 讨论 的 方法 . 
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RUBS 初 值 问 题 的 多 步 方法 


到 现在 为 止 , BUS eR RRP, FE ze 的 近似 
ERO HS Bt ?sr 一 y 是 用 一 个 仅仅 依赖 于 《单个 方程 的 情形 ) 
Xas Vo 蕊 及 步 长 #2 的 函数 来 计算 的 。 这 样 得 到 的 方法 在 概念 
上 是 简单 的 ,通用 的 ,并 上 且 容易 编程 序 . 昂 一 方面 。 由 于 它们 
没有 充分 使 用 可 以 利用 的 信息 ,所 以 效率 是 低 的 . 如 果 求 yet 
的 值 不 仅 依 赖 于 ya HHE. Bin IiE fk R F Yn A Yeo W 
FRA BTR PS E IA ARE. RT A AB 
方法 已 经 变 得 很 流行 了 .在 所 要 求 的 糖度 差不多 的 情形 下 ， 
它们 需要 的 工作 一 般 比 单 步 右 祛 少 .这 个 惰 点 是 以 增加 一 坚 
REE Ha PAR RE EO KE EE T AS Er 
误差 和 舍 作 误差 (数值 不 稳定 性 7 有 增 大 的 可 能 性 为 代价 而 著 
得 的 .。 
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第 五 章 ”一 阶 方程 的 多 步 方 法 


在 本 章 中 我 们 将 研究 多 步 方 法 对 补 和 值 问 题 
y = Fr), vCal) ~ (5-1) 
的 应 用 ,其 中 f(x,y) 满足 第 一 章 中 存在 定理 的 条 件 。 我 们 仅 
SSA RPMS ARR, 虽然 所 要 讨论 的 方法 本 身 就 
很 容易 地 适用 于 求解 微分 方程 组 ， 但 是 在 这 种 特殊 情形 中 星 
更 了 全 部 的 基本 性 质 ， 


5.1i. 特殊 的 多 步 方 法 


5.1-1. i FHA. 由 于 大 多 数 种 用 的 冤 步 方法 是 以 内 
播 多 项 式 为 基础 的 ,因此 在 这 一 节 中 我 们 将 回顾 Lagrange $A 
Sm HR. RBM se) ESAT +I 个 不 同 点 
Xos Vis" "sg PAT TA. [ay J LEHER. 众所周知 ， 在 所 有 次 数 
不 超过 的 * Ae Ts, 恰好 存在 一 个 多 项 式 P(x), CH 
ke FAK 

PCx,) = zx), v = 0,1,...-,q; 

或 者 换 名 话说 ,在 点 xz* MAAK zCx)。 这 个 称 鸭 内 揪 多 项 
式 的 唯一 性 是 根据 任何 两 个 这 种 多 项 式 的 差 是 一 个 次 数 < 二 了 
BAB +1 PS RMA r 处 ) 的 多 项 式 , 从 而 恒 为 零 的 
事实 而 得 到 的 : 通过 多 项 式 的 显 式 表 示 ， 可 以 证 明 它 的 存在 
E. 屋 如 其 形式 为 


PO LOS Se ED 
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其 中 

Ete) = Cx — xg)Cx 一 xx — x3). (5-3) 
自然 希望 ;, PONRI EA r 一 x, 处 可 精确 地 表达 出 stx), 而 
且 对 x* 的 其 它 值 也 可 近似 地 表达 出 ztx).” 人 下面 的 引 理 可 佑 
计 出 由 这 种 近似 育 引 起 的 误差. 

SIR SL 令 zi) 在 7 了 内 有 #9 十 1 阶 连 续 导 数 , 则 对 J 
AREA r, EEA r ALE relo 一 0,-… ,9) 的 最 小 区 间 
内 存在 一 点 点 ,使 得 

— = Í peA _ 
zx) — P(x) (ot nis » (E). (5-4) 

证 .。 Bx Bo, 中 的 一 个 点 恒 无 需 证 明 ; 因为 (5-4) 的 
两 端 对 性 寓 SHE. 如果 r = rp ve 一 上 0 了,"'*,qs SRE 
z Shy a By pe Bk 

Zt} 一 st — PC) — ALC), 
其 中 . 
als) — PCx) 一 
1 一 a. (5-5) 
因此 Ztx) 一 0。 显然 函数 ZO 在 所 有 点 如 处 也 为 零 ， 因 
而 它 在 区 | 同 IT 的 4 十 2 个 不 同 点 上 等 十 零 。 重复 应 用 Role 
定理 ， 于 是 它 的 上 * 阶 导数 至 少 在 了 的 4 十 2 一 产 个 不 同 点 上 
为 零 Cp 一 1:2,- :9 十 1》、 现 在 令 皇 是 使 其 2 十 1 阶 导 数 
为 零 的 点 。 WP) = 0 BLOC) — (gt 1)1， 所 
以 在 这 -一 点 上 就 有 
ZTE 一 2 一 人 了 二 1) 一 (0 
利用 (5-52 并 称 项 后 , 便 得 我 们 所 需要 的 结果 . 

注 虽然 量 扣 作为 的 函数 一 般 末 说 是 未 知 的 ,但 是 我 
们 可 以 断定 zfE7 > BREED. ee J. 这 让 55-47 解 
Let) PAR Bw. PTET r = x, ete) 显然 是 
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连续 的 ;而 在 点 x 一 x, 处 其 连续 性 可 以 根据 L'Hospital 法 则 
得 到 ,这 是 因为 Lx,) 一 J] Cx, — *。) = 0. 
a a 


我 们 还 将 用 P(x) 的 导数 来 近似 z's). TER ro 处 这 个 近 
羽 的 起 由 下 述 结 果 ?" 以 一 个 简单 方法 估计 出 来 的 . 

引 1 理 5.2. @ rO ESE 5.1 中 相同 的 假设 ， 则 对 每 
一 个 xaka 一 01 3) 存在 一 个 数 吉 e7, 使 得 


, Me) me — l „en x - 
Cen) — P(x) = (q+ iyi PCEE Ce), (5-6) 


证 。 不 失 一 舰 性， 我 们 可 了 假设 Ey My Mts L gas 
A EAA A, BABY 
Ze) = gk) — Plr) — ALG) 
Bav 1AF = rp v=0,---,9g, 利用 Rolle 定理 ， 
Z OOA ITEA, MERAH Cr,,2.4,) (h=0.---g—1) 
内 有 一 个 零点 。 现 选取 4 使 得 Z oO se 一 x AAE 
点 ;这 就 导出 条 性 
we SX) Pixa) _ 
à LaS (5-7) 
AF Lra 0, CERA. 现在 函数 Z'(x) 在 了 内 有 
9 十 1 个 零点 , 重复 应 用 Rolle 定理 就 得 到 ZOG) 在 了 内 
至 少 有 一 个 零点 ,譬如 说 * 一 上 于 是 ,由 (5~7) 便 得 到 结论 
ZIDE) 一 tO) — ag + 151. 

在 应 用 村 微分 方程 时 , Az, EAEE. ALAA ie 
差分 来 表示 兴 插 多 项 式 是 非常 方便 的 .但 是 还 存在 一 件 使 人 
鸭 难 的 事情 。 即 有限 着 分 符号 有 各 种 定义 以 及 由 它们 可 产生 
出 各 种 公式 人 了”。 而 为 了 形式 上 简 傣 。 我 们 只 采用 一 种 差分 符 


-r 


1) 在 任意 点 = 处 的 估计 是 更 为 香菜 的 (网 Hildebran [1956] p.66). 
2) 例如 , 见 Hildebrand [1956]， 第 四 章 和 第 五 章 . 
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号 。 这 是 因为 内 岳 多 项 式 本 身 是 唯一 的 ， 只 不 过 所 能 表达 的 
各 种 形式 是 和 不同 的 ,所 以 ,这 样 做 除了 外形 上 可 能 欠 工 整 外 并 
不 受 影响. 

我 们 假定 rp = xro + ph, XE A FE --P WR, PT 
eR, Hide, 一 xz(xp)。 在 点 * = x, DR sta) 的 一 阶 向 
Fn BALE A 


Ep = Bp — Epes . (5-8) 
更 高 阶 的 向 后 差分 规定 为 Wie, = VCV ep) 例如 ， 
We = (2p gp) — Ktp- 一 29-2) 
m=, — 2B p-1 Tt pra 


ADT ARR EL, S Vep = 3p。 AAA SUE 


+ rg 
Veep 一 SCH" (aes 一 0 《5-9) 
m=0 < 


其 中 ( “表示 二 项 式 系数 


(= 


(*)- gC -一 ID Zm + DD) m = 152," 
m l- 2-+-m 、 
(5-10) 
4 7AERRRH EMBASE. 
公式 (5-9) FPR BPRS, Wat ee 

at RRO Be. RITA 

Zp 一 Vien, 

Zp- = Bp 一 《sp sp) = Way — Vixp 

Tp- = Fp 一 2C zp 一 zp) + Cw, — 225-1 + Zp) 

= Wee, — 2V 2, E V’zpo 


用 数学 归纳 法 容易 证 明 下 述 公 式 成 立 : 
+ gs 
Beg “= 之 | (—1)” (7 ) wzr， 了 一 日 1, …-。 (5-11) 


27 ABO KE RSM, BPS ees 
t — Xp 

f fi ° 
ERRA r 一 xy 出 发 以 下 为 单位 来 度量 xz。 容易 证 明 在 点 
Xps p-s” "otpa 插值 函数 stx) 的 次 数 过 3 的 和 多项式 P(x) 
可 表示 成 


I= 


P(x) = > (— 1)" ( ) Vz pe (5-12) 


fou 0 
因为 (， ) 是 :的 mm 次 多 项 式 ,又 因为 * 是 * 的 线性 函数 ,办 
此 (5-12) 确实 是 次 数 <q 的 多 项 式 . 而 且 , 由 于 当 整 数 <m 
时 ,(，) 一 0, 所 以 由 (5-11), 对 于 + 一 0, 1,"…,gs， 有 


Pltp-) 一 > (—-1)" 情 Yre, 


= D (7) vre = spon 


内 插 多 项 式 的 表达 式 (5-12) $ Newton 疝 后 差分 公 
Ty FFELP SU EAT ht SA. 

5.1-2, Æ EBRD Be ew. REM, 微分 方 
f2 (5-1) 的 精确 解 对 于 区 间 [a, 61 内 的 任意 二 点 < 和 > 十 天 
部 满足 恒等式 


ye + DIO m fy a. (5-13) 
现在 所 要 讨论 的 方法 是 以 内 播 多 项 式 来 代替 未 知 函 数 Xx， 
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yir) 为 基 砸 的 ,这 个 附 措 多 项 式 在 一 系列 点 x, LER 

fa = Hera Yn) 
其 中 y, 是 已 经 计算 出 或 正 要 计算 出 的 量 , 计算 出 这 个 积分 并 
采用 它 的 值 作为 近似 值 y, HEM t+ eR. 我 们 
假设 内 插 点 沟 rps rp-is… xp WARE ile, xD) HS 
AAR 


P(x) = > (—1)” Cotes s = z -r 


给 出 . 

在 原则 上 正 整 数 4 是 任意 的 ,而 实际 上 却 很 少 超过 5, 按 
照 x* 和 x* 十 不 相对 于 插值 战 的 位 置 ， 可 分 成 几 类 方法 ， 见 表 
5L 我 们 将 比较 详细 地 沽 察 其 中 的 每 一 个 方法 . 


™ 5.1 


A 法 十 点 
Adsums-HKashforth tpt 
Adama-Moulron Mpa Xp 
Nystrom K poy Tp 


Milne-Simpson 


Ci) Adams-Bashforth 方法 (Bashforth and Adams[ 1883]), 
此 时 我 们 有 


Yori ¥2™ | a Plaldx =A < Ya" fro» C5-14) 
其 中 常数 


eno Ei (Seo f(s 
(5-15) 
是 与 了 无 尖 的 ,并 且 下 面 将 进行 数 慎 计算 . HA Fps 亲生 
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Ye- MEA. ME ORES RF fa 一 flee yn) 的 值 ， 并 且 容 
易 形成 差分 Vt, Mii (5-14) 式 的 右 端 表达 式 是 已 知 的 ， 
于 是 ypa 一 ys 可 以 计算 出 来 ,因此 可 以 求 得 wx 的 值 。 然 后 
将 下 标 乡 增加 11， 再 用 同样 的 公式 计算 出 ype, SS. WÈ 
yosyp-iy-… yp 中 有 些 是 未 知 的 , 则 该 方法 就 失效 ， 通 常 开 
始 计算 时 初始 条 件 只 提供 了 所 要 的 4 十 1 个 值 中 的 一 个 入 或 
在 改变 步 长 时 便 是 这 种 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 所 鲁 少 的 值 必 
须 用 一 个 单独 的 方法 来 求 得 ， 例 如 象 Runge-Kuta 那样 的 单 
步 方法 或 Taylor 展 式 都 是 常用 的 方法 . 属于 差分 法 范围 内 
的 其 它 一 些 起 步 方法 也 是 熟知 的 (Collatz [1960], p.81). ik 
少 起 夺 值 的 困难 对 所 有 多 步 法 都 是 有 代表 性 的 . 

为 了 求 得 系数 y。 DRIER, 数值 和 其 它 有 用 的 性 质 ， 
RRA RMA AE. 很 设 这 个 函数 为 GG BE 
Maclaurin RAD s 为 系数 。 利用 二 项 式 定理 的 一 般 形式 ， 
我 们 得 到 


G(s} = 5 Ym i” 一 DoD” f (jas 


-fh (e ha- oa 

SL ay = eS, 容易 求 得 该 积分 ， 由 此 我 们 得 到 ? 
£ 

CO- apea ON 
它 义 可 号 成 

log(l 1 ogy — 二 二 一。 

Ł — tf 

利用 熟知 的 展 式 


D 这 种 形 入 上 的 运算 是 根据 Gt) 是 各 变量 + 的 解析 瑚 数 来 保证 的 ， [tf <A, 
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a: 
Ii — z 


— l (5-17) 
— bgU — e _, ptp Lep TER 
l £ 之 3 


我 们 得 氏 乱 级 数 之 闻 的 如 下 恒等式: 


(1+>r+ eet 


=LtrtPt+--s, 


“de + Tit + Ya teo) 


二 1 十 +t: 十 请 十 ， 


比较 对 应 于 * 的 各 次 轿 的 系数 ， 我 们 得 到 关系 式 


1 
m +t 


re 十 二 yw- 十 二 rm 十 -二 ra= l, 


m = O,E,2,°+°, 
由 这 个 关系 式 可 以 递 推 计算 出 Ya E 5.2 给 出 的 值 就 是 用 这 
种 方法 求 得 的 . 


BH oe 6 HA Sad VF, 表示 的 公式 (5-14), FRAT FR. 
AXE BY eh ACE EH, AE 
计算 和 过程 。 例如 ,如果 最 高 阶 美 分 Vif 值 较 大 ， 则 可 看 成 是 
A TBE OBE SB C5-14) Oe Pee. (AE, AE 
— HHE SR 9g， 通常 为 计算 机 编制 的 Adams A H {E 
样 ,就 没有 特别 的 理由 一 定 村 采用 差分 表示 .由 C5-9) 用 纵 举 
标 来 表 水 着 分 并 且 合 并 相同 纵 誉 标的 系数 ，Adams-Bashforth 
公 志 以 形式 


F 
Your | ¥p mA > Bar foe (5-18) 
emi 


4 7279 = 


出 现 , 其 中 系数 fs 由 下 涉 给 出 : 


tam DAES rnt E)r 
e = O,1,---3¢3 g = 0,1,**-, 
应 当 注 意 到 系数 Be。 WRT a 和 p， 这 就 使 得 改变 所 用 差分 


的 除数 更 如 困难 . 表 5.3 给 出 了 一 些 数值 这 些 系 数 的 数值 
较 太 而 且 符 号 交替 出 吏 是 该 方法 的 一 个 不 利 条 件 , 见 8$5.3-4， 


5.3 系数 Po。 


Pop 


2P ip 3 — i 
122s, 23 16 5 
242s, —59 
720 Be, 一 2774 
14408,, 一 7923 


i) Adams-Moulton 方法 (Moulton [1926])， 现 在 对 于 
方程 (5-13) HMA PEA: 
Yp — Yp- ™ | P(xjdx = A > TEV” fps (5-19) 
Hh 


nofi eh) 


(5-20) 
通过 类 似 于 导出 (5-16) 的 那些 运算 ,系数 r 的 生成 国 数 确 
定 如 下 ; | 
+ = = Fom am = t 一 
GĦ) 之 ;73 ben’ (5-21) 
收 有 
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— dog Cl — 2) Gay = 1 
£ 
Bk, A HEA (5-17), | 
(1+ l4 ; et VOR A rte + rhe + ors} = ], 


从 而 得 到 


r*+ tye + iye it opi yt 
2 3 m+ I 
_ pe m= 0, 
O, m=1,2,3,-°7 
EH ix ES eB ER AA Be 《5.4) 中 给 出 的 数值 . 


表 5.4 


我 们 还 注意 到 关系 式 
az FO = GC) 
或 
C trta t or t rks t+ oee 
= Ya H Yu + Yat bee, 
比较 2” 的 系数 ,我 们 得 到 


Yo Bvt tees tk = Yms m = 051,25-°-, (5-22) 
45%, (5-19) 和 Adams-Bashforth 2st — PRE A, AB 
在 仅仅 知道 值 和 -cy ?os ME (5-19) 确定 y,。 由 
于 yp 作为 fo = frp yo 的 自 变 最 出 现在 (5-19) 的 右 端 项 
中 ,因此 现在 这 个 方程 是 yy 的 一 个 非 显 式 方程 。 一 般 地 说 它 
不 可 能 显 式 地 解 出 ， 幸 而 是 庐 方程 的 特殊 形式 提供 了 一 个 连 


= 人 


{Une MARAT, SiR RHA! HER. 

REHAR AP oS (5-19) 解 的 一 个 近似 值 ?入 ， 
我 们 就 可 求 出 fe fC res oP) FARES VIP KP — 
VP = VIP — Via. 然后 由 下 式 得 到 一 个 较 好 的 近似 
4A ye? 


YP 一 ypa HAD, TRV FY. (5-23a) 


m=. 


REFL 一 f(x,,y 史 ) 后 ,重新 计算 差分 , 则 可 以 得 到 更 好 
E RHE +P 


yP = ypa + > rE" IPS, (5-23b) 


= 0 


一 般 地 说 ,近似 值 序列 yP O 一 0,1,2,---) 由 关系 式 


yy 2, rge FL (5-230) 


递 推 地 得 到 , Bech yP = fla, ye). 根据 $5.2-2 中 将 要 证 明 
的 定理 5.4 推 得 ,这 样 确定 的 数列 oP. oP. VP 对 充分 小 
的 * ie ae G-19) 的 一 个 解 , 并 且 这 个 解 是 唯一 的 . 

实际 数值 计算 时 并 不 需要 ?在 每 个 夺 徐 步 计 算 整 今 公式 
(5-230). 由 关系 式 (5-23c) MS Ay 一 不 代替 > 后 得 到 的 
HHR RA RIFS 


{vti} 


7 
Yer? — yp mh SY RCP — ome), 
m=O 


差分 VFS RU VFO EBT AY AAS RAP IS fH 
同 ,从 而 推 得 

VP 一 A? = IP — 18, 
所 以 


D 正面 的 简化 是 由 Swhler [1943] 得 到 的 . 


a 23t a 


a 
\ 一 
yi? yr — 1). 


mim i 


利用 5-22), 有 
yore _ yo — ky FY 一 - i ae M €5-23d) 
现在 我 们 通过 对 级 数 


yy — oP) + OP Cy + 
的 项 求 和 来 获得 45-19) RR y,, 该 级 数 由 重复 使 用 (5-23d) 
WERL. AERAR, AE a P a O a AEA 
EE: ay ek ie, MPR a RaR P 的 数值 就 作为 
i, 的 终 值 。 RE RE RED vp 的 终 值 。 因为 遂 过 求 级 数 
和 得 到 的 yp 的 数值 可 能 会 受到 售 人 误差 酋 影响, 所 以 最 好 重 
新 用 公式 《5-19) 计算 出 ye OA. 

上 面 讲 到 的 为 迁 代 过 程 提供 首次 近似 值 yP 的 公式 就 叫 
做 预 估 公式 ,而 公式 (5-23) 就 称 为 校正 公式 . TELBA 
过 程 就 是 先 预 估 一 个 ye WGP EE oD. INRA 
来 校正 它 ( 可 能 吉 要 若干 次 )。 汶 了 使 校正 次 数 减 到 最 少 ， 显 
ASEM yr 尽 可 能 精确 ， WEAR BAA, BB 
么 就 有 可 能 从 预 估 值 yr 与 终 值 y; 之 差 得 出 局 部 离散 误差 的 
结论 ( 见 $5.3-6)。 和 而且, 一 个 充分 精确 的 预 竺 公式 无 需 进 行 
PREECE §5.3-7). PIX PIR, Adams-Bashforth 公式 
[公式 【5-147 TH PRES 1) BEE FE > = Adams-Moulton 方法 的 
一 个 精确 的 预 佑 公式 . 

作为 一 个 数值 鲍 子 :我 们 在 (5-19 HA g = 2, A= 0.1 
的 Adams-Moulton 方法 完成 初 信 间 题 : 

y =r y, (0 = 
HEJTA JLP RD” ERAAI 
Ye T Yra TÀ | fe 一 > Vie 一 五 wj 
« 232» 


fig Adams-Bashferth -公式 
H 5 
zz — ye m A fea + PAA 


作为 预 人 公式。 所 需要 的 三 个 开始 值 可 以 从 精确 解 的 级 数 展 
开 式 


15,1 
gs tye ee. 
20, «160 


得 到 . FP Ra YS TS hs BE re 一 0 的 对 称 点 
+ 一 一 记得 x* 一 在 x 一 一 及 * 一 万 处 求 由 这 个 级 数 的 
fir. ， 

现在 我 们 把 对 应 于 Xais Xo AD r, BY Bx (ee A E 5.5 thy 3 
“FUER EENEI. ETP APSARA Bik SRB 
顺序 ; 箭头 /一 一 表示 用 该 箭头 上 面 一 行 及 其 有 边 的 全 部 数 


值 计 算 左 边 的 结果 . 对 x 一 zx 仅仅 以 简 赂 的 形式 填 在 表 中 ， 
FU DAB eR AAS, Adams-Moulton 公式 【5-193 ALLS 
成 形式 


y) z 


Yp — Ypa A > Bo. fo_ps (5-24) 
其 中 
= CD {rt ata tC) aah 


P01 8; g= 0,1l; 
表 5.6 中 给 出 Bsp 的 其 些 数 值 。 
图 5.1 是 Adams-Moulton A #556 #0 1H [FI Bl He HB FE A, 
它 是 用 Adams-Bashforth 公式 作 预 估 公 式 并 用 级 尝 标 进行 计 
算 的 。 Horse Yoo Vis" * s ¥g-1 EHHE 6 AER 
单 步 法 产生 的 . 
ETRE y ITPA, Aik Adams-Moulton 


= 2733+ 


ne 


_ 7 segoa ro = "4 
096965 Z100°O— LOSRS8F960°0 bEOVIRHLG 0 = caf “7 COBBOLREEOO = 0 m GA 
09986267 0 = cff -i 0668028yy00 = ht 
< 一 f ‘ < 
6#19986062°0 = off e toscouaern =at 
ERs 
nn 
STAA i ALHOR — E16c785960°0 ROLZERG LEZ" 0 = calf 7 和 00806h0 0 lf "0 
A $861TR66T0'Q me *A 
ESCZERENOO'O— = 9615796650" < ZTSLOO9EET'O = coff zl $6L1S6610°0 we olf = jí 
va = id — blo j- 
E1SZ009661 "0 = of < 一 入 611966100 一 
206 = lf — i 802 = ait — «ff 
RA G) H STSL009661"0 = odf “7 A 
LISLEVEQDD'O— — ESbZSZ9660"0 *— EESTODIGGE O = colt TF W99866610°0 = af l z'o 
doac oe 一 0905265 0 <— OS00Sz66560°O < 一 0005666y0070 ro 
ODOSZOGOL O < 一 0 < 一 0 0 
G00670001 O— < 一 0005000800" 1"0— 
"ia "j "a Fy 


a fyd 


nl 


EMWBY aoynoy-sompy os % 


a F354 « 


方法 称 为 隐 式 方法 ,与 此 对 比 。Adams-Bashforth FE RK A 
BAHH. Adams-Moulton 公式 计算 上 的 复 茶 性 还 是 可 以 接 
受 的 ,因为 它 可 以 得 到 更 为 精确 的 结果 。 显 然 , 这 是 因为 它 使 
用 了 更 精确 的 播 值 和 多项式 ; 见 $5.1-3 的 正式 讨论 。 Adams 
Moulton 方法 的 特殊 情形 4 一 1 就 是 我 们 熟 炙 的 梯形 法 ， 


表 5.6 AR eL 


HD Nysuém 方法 {Nystrom 119251)。 在 这 里 我 们 令 


r L q 
Ypi — Yea = | rr Bede — h D) EnV” fe (5-25) 
x — ` 


pri mm 0 


其 中 
m 1 {ten f—s w(t? 了 一 
m= CZ JIC ae on JC a. 
(5-26) 
这 是 一 个 显 式 方法 ， 具 体 算 法 与 Adams-Bashforth J } IE At 
相似, 只 是 现在 计算 和 的 增 量 是 用 二 步 代 替 了 一 步 。 这 个 方 


”法 仅 是 弱 焰 定 和 的 ， 所 有 计算 -yw 的 方法 都 具有 这 一 共同 性 
质 ":, 基 中 n—omo 1. 


K io > k = i . 2—# 一 
c> 之 log(1 — A 1—* (5-27) 


D SBER HE 45.3 7065.4 hiji. 


» 735 « 


x+ 由 一 也 
2394 一 1 十 名 z 
e A a fy er íp} 


fix, yF —— gf 
F¥gny tA = , 
C 
F AS aa fa E 


fi 一 一 
f 
j z 
> } — ye 
Toe ® Yee Fy 
iy Yst 
2 
人 
, 2-00, E 


E 与 。 
i Adams-Moulten Bath 


利用 展 式 《5-17》 K 


2 
| l — t 1 一 上 
我 们 就 得 到 恒等式 
GQ+te+ivs 9) Ca H eye + Kar + --+) 
= 2 bre tet eee 
FB FR BY EL SH PRE 
Em bt emi He ere t "二 1 Kp 
2 3 m +l 


{ mom ü, 
1, m=tH,2,+++, 


表 5.7 中 给 出 得 到 的 一 些 数值 . 


家 5.7 


Nystrém FEH ¢ = 0 时 的 特殊 情形 就 称 沪 中 点 法则 。 
Aa = 0, MOSHI PR — 1 上 时 可 期 望 得 到 
的 精确 度 :这 是 该 方 话 稍 用 的 一 个 原因 ,让 点 法 则 也 曾 有 刷 来 作 
沟 梯 形 法 《Adams-Moulton 取 g = 1) 的 预 估 公式. 对 于 一 
般 和 的 4 MS. Nyström 方 被 可 以 作为 下 面 即 将 讨论 的 推广 的 
Mine-Simpson 方 缆 的 预 佑 公式 

iv) 推广 的 Milne-Simpson HR. 在 公式 55-137 中 到 
Hoa, EM 25 便 得 这 个 公式 .于 是 我 们 有 公式 


x g 
Yep Fp- = h| ? P(xjdx = A so Km¥ fps (5-28) 
Xp rae 


=. 237 = 


其 中 


SD 

(5-29) 
公式 《5-28) 类 似 Adams~Moulton 方法 , 它 是 隐 式 方法 . 这 个 
积分 越过 了 二 个 步 长 ,这 种 情形 可 能 导致 绊 移 定 . 另 一 方面 ， 
对 村 所 要 求 的 精确 度 差 不 多 的 情形 4 兰 2 的 方 东 要 比 以 前 于 
计 论 过 的 任何 方法 更 为 精确 .特别 是 对 于 4 二 2 的 祷 形 ， 这 
就 是 太 家 知道 的 Milne 方法 (Milne [19261, [1953], p.66). 
确切 地 说 ,该 结论 也 是 成 立 的 ， 其 原因 可 以 通过 研究 系数 io 
来 理解 .它们 的 生成 立 数 为 


站 — = Kom — __ -30 
K*f2) 之 < wä A (2 ry. C5 ) 


ft 


€ beth LP af + wie tft r) 


= 7 — f., 
bb. SBE Se BC FR AT) EU) 
1 1 1 
Fe M a a i S - pr 
~” 2 ! 3 ? m+ 


2, m = DY 
-二 oom 】 
0, m = 2,35°°°, 
fem (5.8) 中 给 出 ra 的 -- 些 数值 .我们 注意 到 上司 一 0。， 这 


45.8 


表明 对 一 2 时 Milne-Simpson 公式 给 出 通常 在 9 一 3 有 时 才能 
FS Rta. 我们 还 注音 到 - 
1 
1 — ż 


KY) = KG), 
由 此 可 得 关系 式 


x 十 二 
(5-31) 
5.8 中 给 出 的 数值 提示 我 们 把 公式 45-28) 可 写成 便 
于 使 用 的 形式 


1 1 
Yp — Ypa A | zz- 十 vi — 5g Vh + vf 7) 十- 。 |， 


(5-32) 
从 8 一 2 或 3 所 得 到 的 Milne AA FAW he A SS Oe 


Yp 一 Yp-2 = = plfo + fea. + fea). (5-33) 


如 果 f RS EX, RBA 4 it h A AR 
Simpson 453%. 

H S-28), (5-32) Al (5-33) 都 是 关于 y, 的 隐 式 方 
程 ,并 县 遂 常 是 从 一 个 预 估 的 首次 近似 值 y 镶 起 步 , HERR 
法 求解 . 原则 上 任何 一 个 显 式 公式 都 可 以 用 来 计算 y, 
是 为 了 减少 校正 次 数 , 如 果 有 可 能 的 话 ,总 是 选取 一 -个 其 精确 
度 与 校正 公式 相当 的 预 估 公式 . Milne 建议 采用 公式 


1 
Yo — Yona = Al 8f,-1 — 4fp2 + Bfp] (5-34) 


作为 预 估 公式 [从 pa B xp 之 间 积 分 通过 点 -res Fpa tps 
SBA Key) 的 二 次 和 多项式 而 得 到 ]。 APPAR 5-31), 
利用 

Fp 一 Ypa hm Cp yp) 十 ff 
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的 事实 ,对 任意 选取 的 预 佑 公式 ,关于 Adams-Mouiton 公式 ， 
Pe HS AC A ET ETT IA PARE, 

5.T-3.。 建 主 在 积分 基 曲 上 的 公式 的 局 闭 谴 普 。 前 一 节 
我 们 过 到 了 许多 差分 表达 式 ， 它 们 近似 一 个 依赖 于 给 定 座 数 
is) EMERSON). 这 个 荆 就 称 为 谤 函 .我 们 用 特 只 
上 Lf XERE. MAURRAS Laf KEW Lie wre 
数值 计算 中 经 常 出 更 ,度量 这 种 有 限 竹 分 近似 值 的 精确 魔 可 
以 通过 用 工 x 来 代替 工 对 函数 的 作用 ,并 根 医 大 和 函数 了 的 竹 
ii He ea E 

R = Lf — Laf. 
量 尺 可 以 看 成 要 关于 单 步 法 中 所 讨论 过 的 局 部 离散 误差 . 在 
§5.3-4 中 我 们 将 看 到 民 的 大 小 是 怎样 影响 累积 舍 人 误差 的 . 

对 于 Adams-Bashforth 和 Adams-Mouiton FRE, RW Æ 
达 式 可 通过 ys 一 大 xc 的 内 捅 多 项 式 如 上 人 有余 项 来 表示 
可 以 容易 得 到 . By?) 连续 的 任何 区 间 内 ， 我 们 利用 引 
H 5.1， 并 念 * 一 《xz 一 rp)1p。 得 到 


y@ = Ce (vey) 


+ 《一 De 人， JAE, (5-35) 
Hh Hx, x。 和 xp-_z 外 的 最 天 值 和 最 小 慎之 间 的 一 点 。 在 
vp P| rpa ZARAD REE Yao 的 定义 .我们 得 到 | 
yC) 一 xp 一 入 人 Towygzpy + RY, (5-36) 
这 就 是 在 增加 余 项 


RAB = (— 1HR pe = ) (总 十 区 d 
4 C ) £, 4+1 kd CE) * 


Fa» HA ov’ Ce) A Adams-Bashforth 公式 的 结果 。 
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DER CE RTH: Ce) (| ) 在 区 闻 
re EX tots | 
于 为 定 号 ; (b) 由 引 理 5.1 HERRE, yC) 是 = 的 连续 函 
数 、 于 是 我 们 可 以 应 用 积分 学 中 的 第 一 中 信和 定理 5 结果 是 
4B a (1 ett ati Cg+2 *pti —s x 
RẸ = (= etaty) fC las, 


H E ERREF Cresta.) 中 的 x ERNA E fA, 
| rp < phir 
H Ye 的 定义 , RF 便 写 成 
RE 一 PAE ra (5-37). 

这 就 是 所 要 求 的 Adams-Bashforth 公式 的 余 项 表达 式 . C 
似 于 原 会 式 中 忽略 的 第 一 项 ， 兵 是 现在 用 相应 的 导数 表达 式 
RREZ. 

对 于 Adams-Moulton 公式 , RATAR Soe BM HE 
得 到 | 


T 
y(z,} 一 yxp) 一 fi S nw y'Crp) + RM, 


m= i 
其 中 l 
RY — Ary nE YY Fas (5-38) 
ii & 是 满足 xp_s < 二 < rs SEMA. 
MRRNBARUDARAAR 
LETTE, -一 3 一 $ >») mV "y Crp) 十 Rs (5-39) 
kit 


三 
yxp) — yxy) = h D>) eV y'(x,) + RY (5-40) 


r= 0 


1) GL Taylor (195315 115 HEV, 


e 24] >» 


来 确定 量 R 及 RSS, PRA LBA MMW Dee, IS 


(, ot ) 在 积分 区 间 上 现在 改变 了 符号 . 我 们 把 RY 和 RYS 


的 估计 放 到 55.3-4 中 在 一 般 祖 况 下 来 讨论 ， .那里 的 引 理 5.7 
将 给 出 一 种 普遍 适用 的 方法 .在 本 节 中 我 们 仅 限于 对 特 歼 
方法 ， 中 点 法 则 及 特殊 的 Milne 公式 (5-33) 导出 其 误差 公 
so. 特别 地 ,我 们 将 证 明 
RYY 一 = Ay LE), tp SE Saye, (5-41) 
和 和 ` 
RIS = 一 i ASY OCE), wp， C5-42) 
为 了 证 明 (5-41), 不 失 一 - 般 性 ,我 们 可 以 假定 p 一 0, 这 
样 我 们 必须 证 明 对 2,4, 一 土 公式 (5-41) ERRI. AF 
REY — p(k) 一 一直) — 2Ay'CO)D (5-43) 
并 利用 带 余 项 的 Taylor 展 式 ,每 到 
yb) = yO) + Ay’(0) + 5 RYO) 十 = hy" (By). 
其 中 O<E, < 1, 98H. 
y(—h) 一 y(0) — Ay’(0) + > ky” CO) 一 = RY (Ea) 
其 中 -k< <0. FLA GAD 我 们 得 到 
RYY 一 = Bly CE) + y” CE) ], 


FAT BoC) FEE HY. Mime ER CE, 8) 内 可 取 
y' CE) PA y” CE) 之 间 所 有 的 值 。 TE, MSE EEC E) 
就 有 

y BD) CED = 29" CE) 
HB it RU AS Br BS a SR 


二 7427 + 


为 了 证 明 05-4223， 不 失 一 般 许 ， 找 们 可 以 优 衣 户 一 .bb 
xz 一 上 于 是 我 们 就 必须 对 某 个 Ee CAA) AB 


RYS = yA) — yh) — A |2y CO) 十 一 3 L yay Cat 

WESA (5-42) 式 成 立 ， 容 易 证 明 RY 可 用 定 积 分 表达 成 

Ry 一 人 Exe + y'C—#} — 2y’ 0y 一 = VCA) ar, 
RARER . 

F(x} = | Ee + x'C—2).— 2y'CO) 一 三 AOC 

zf 1 十 
-a fi AD + 4 ja 

我 们 有 FOJ 一 0，F 一 x = —F x), FAH, E 
F(A) 一 0 这 是 有 可 能 的 ,因为 


iC’ 的 + ( 的 站 af’ (as = int 
—— +1540, l 
90 


te APEERE 4 T FCA) = FCO) = 0, F'(4 8) =G, 
对 基 个 Fe CO,4), 我们 得 到 


Fh) = RES + & ah = 0, |" (5-44) 
但 是 ,对 干 * 一 0 和 zx 二 +A, 


F'(x) = y"(x) — yx) 2y 0) 一 # vy'(h) 


1 — x/h 1 +x/h 
一 2 长 4 )+( 4 )| 
thE. 于 是 由 于 F'O 在 闭 区 间 工 一 4 站] 上 有 五 个 不 疝 的 
Sr, HOB Sate (—-4,4) 内 至 少 有 一 个 零点 .我们 容易 


= f43 © 


得 到 g 
BYC = y¥C2) + y*( eard = 224, 
Fak At E E (— 4,4), 有 
4 一 二 Ly CED + CED. 
-$R yix) 的 连续 性 ， Ad A Tal — FE. SH Ë, 和 — Š; z [alas 3 
Ay E fea, DUA 
N A = hy CE). 
把 这 个 秆 代入 (5-44), 便 得 (5-42). 
5.1-4. 建立 在 数值 微分 基础 上 的 方法 .建立 在 积分 基础 
上 的 方法 是 通过 在 乌 等 式 
Ce H RI — 9) 一 人 GO) ae 


HATES RRS. eG) 并 对 它 积分 而 得 到 
的 ， 我 们 预先 并 没有 理由 说 汐 村 么 不 能 用 一 个 插 信 多 项 式 并 
对 它 微 分 后 来 代替 
yC) = fx, yGe)) (5-45) 
EWARC. 事实 上 建立 在 微分 基础 上 的 方法 在 实践 
中 要 比 基 于 积分 基础 上 的 方法 适合 狂 小 得 多 .因为 根据 下 面 
的 分 析 就 会 清 相 ,其 原因 可 以 在 误差 传播 的 不 良性 质 中 找到 . 
利用 插值 基点 涛 xpsyxp-_is torpa 的 函数 y(x) 的 插值 多 
项 式 


Pod — Soa (Toe eS 
在 点 * 一 xp 处 的 微分 ,其 结果 是 


Pyar) = DY Sm Vp (5-46) 
其 中 
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Bnrm = CA 2) 


dx XOX yy 


=c 2 () (5-47) 


4 


下 面 我 们 将 讨论 系数 Srm 的 数值 及 其 更 进 -… 步 的 往 质 . 
使 方程 《5-46) 等 于 Ipro Yer) 我们 得 到 对 六 一 (Cry) HY 
a CUE AA fe: 


2, Spm V” Yp 一 hfprs (5-48) 
其 左边 的 形式 是 《po 二 Bi 十 … -十 Bee)yp Venus t Ypa 
RAS. aoe 
8,0 + 8, +--+ +8, 3 0, (5-49) 
HBA, (3-48) 就 表示 一 个 对 于 yp RJA TE, H py 的 
(EAU ADR. Gr > 0, 则 这 个 方程 为 显 式 ,而 > 一 0 
M DORAS. 后 一 种 情形 可 用 迭代 法 有 末 求 解 。 因此 原则 上 
(5-48) 可 以 象 Adams 公式 那样 来 使 用 。 但是， 三 于 数值 稳 
定性 的 缘故 ,这 个 公式 仅 在 
r=0, g= 6, 
rel, g=2 
的 情形 下 才 可 应 用 。. BIE EIRP PPE FAT ARREL iE 
用 相 局 点 数 相 对 应 的 Adams-Moulton 公式 的 精确 度 要 差 ， 
尽管 如 此 ,由 于 公式 (5-48) 除了 对 微分 方程 逐次 积分 的 
用 途 外 还 有 其 它 用 和 处， 因此 我 们 要 详细 地 研 究 它 ， 对 于 系数 
Sims WR m > Y。 利 用 二 项 式 系数 的 定义 我 们 求 得 


— 2 {set Gt m— 1} 
d =r 


oy me 
` i 1,2- "=" pis 


— So Hess + 1j eels tr — Dis tr + 1) 
m fF 
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my er 


mi 
(5-50) 
对 于 m&r., 直接 微 分 并 不 方便 。 ABTA RA 
以 建 立 对 所 有 以 者 成立 的 关系 式 . OS 
D,(4) = >> By at » 


则 有 
DG) = > (一 人 4 2 a DN 


ds (D 9"), 


TFT 一 g 
a ee ee ae 
于 是 
D, = — log (1 — A — rY. (5-51) 
由 此 得 到 
Spo + Beat + Opa H o —(; riat te + --+) 


x (ee). 


通过 比较 系数 ,我 们 知道 5. 一 0 Cr 一 0,1,2, …"); 此 外 ,如 


Eien Sry 


C)+) 
Chm = 一 -— +.. 
m -h Pae 2 


-+ CD 3 (5~52) 
WE m > r, WA 
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®m 2-1 (7 \4_1 (7 )_... 
m m-— J ^1 m——2 “2 


+ (1 (5-53) 


C5-50) 和 《5-53) 恒 等 并 不 显然 . ] 把 桓 等 式 
Dat = CO — DA), C1 — 2) Dt 一 五 -区 全 
展开 成 : RRSP RRR RIN RBS 
ptem = Ose — Spur r = Oem al, (5-54) 
Sein ~ 60 t Ëm He ok Gee F a l,m S 0, 


(5-55) 
最 后 我 们 注意 到 
Som m lfm, mop i, 


更 在 容易 求 出 表 《5.97 中 的 数值 . 


RS.9 RP 二。 


4 5 6 
i 1 1 L. i 
3 3 4 5 6 
1 1-11! 1 -4 -| 
2 6 12 20 36 
a i L L 上 
2 3 Tz 30 ra) 
5 | -E —4 =l 
2 6 Iz 20 60 


Ma AF (5-48) 的 精确 度 是 通过 把 该 微分 方程 的 解 代 
~ AY CE p-r) 一 > Bem at i E P — Req. (5-56) 
根据 引 理 3.25 By Be Tp—g = x, = Epo 这 里 R? EE 
D m A gti , 
Re Gq + 1)? yf CEJL (xp-r)s Epuog rp 
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i EC) = Ce — xp) Ce — xp) s+ Ce — tpg). 由 于 我 们 可 
LAT Lx) 写成 
—f 
Lix} = (aaa {, + , ); 
从 而 
hL’ Cep) 一 BOB ans 
于 是 推 得 
Roa 一 ATS, apy h(E), Kyung ec 二 < Xps (5-57) 

a 电 它 可 导出 (5-48) 的 误差 与 忽略 的 第 一 项 近似 地 成 比 

例 ， 只 要 差分 用 相应 的 导数 来 代替 . 应 当 罩 到 R? waa 
成 比 全 的。 但 是 用 相同 点 数 的 隐 式 积分 公式 其 余 项 RY4 和 
Rs 是 与 加 “或 加 ”成 比例 的 


5.2, 线性 多 步 方 法 的 一 般 讨论 


在 55,1 中 所 讨论 的 方法 可 以 看 成 是 公式 


ORV atk F hii i E Yn 
= AL Bib nek + -ny 十 十 Bafa? ? 
n—=0,1,2,--- (5-58) 


REY. Hp kT OER. 
fm 一 firmsym) Cor 0,4,25¢°°)s 

了 以 及 ex A Pela = 0,1,°°- ORS CK. 我 们 
总 是 假定 og 0, jaf +18) > 0. 我 们 就 称 方 程 (5-58) 
定义 了 一 般 的 线性 万 步 方法 . RAPER OO ERE 
的 ,这 是 因 汐 (5-58) RTE fe 是 线性 的 ; 但 并 没有 假定 f 是 
y BY See BR. 

为 了 研究 在 $5.3 和 5.4 ORS A RRR S 
人 误差 ,处 理 一 般 公式 〔5-58) 要 比分 别 考虑 每 种 特殊 情况 更 


和 


Aik, Dahlquist [1956] 第 一 个 采用 这 种 方法 的 同时 ,他 导 
由 了 一 个 在 数学 上 经 过 周密 邯 虑 的 售 人 误差 理论 .同时 也 导 
出 了 一 些 新 的 积分 公式 , 而 这 些 公式 用 $5.1 中 所 启示 的 方法 
是 不 可 能 得 到 的 . 

在 本 节 中 ， 我 们 将 处 理 下 面 的 问题 为 了 对 积分 一 个 微 
分 上 程 定义 一 个 好 ”的 方法 ， 公式 (5-58) 必须 具有 什么 性 
质 ? 定理 5.5 和 5.6 将 对 一 个 好 ”的 方法 推出 两 个 必要 条 忻 ， 
HATE 55.3 中 再 证 髓 这些 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 

我 们 从 线性 莽 分 方程 的 一 些 基 本 事实 开始 讨论 . 

5.2-1. 线性 差分 方程 . 令 丰 是 一 个 正 整 数 , 工 表示 祖 邻 
EAEG. JHAR FCs ae) 对 x e TAR +1 
个 变量 mg 的 一 切实 数值 都 是 有 定 兴 的 .我 们 称 

Fal YnsYamis" t" sYa) 一 个 (5-59) 
AMBOAR. 它 表 示 这 样 的 问题 ， 即 导 求 一 系列 的 数 
ty 使 得 当 # € 了 时 , 它 满足 (5-59) 式 ， 而 {yo} 就 称 为 该 
差分 方程 的 解 . 例如 

Yati 一 和 一， 
CY nts 一 Yeti = — l,a > 27 
都 是 差分 方程 . 如 果 藉 xy 对 于 rele] KRS y 值 都 有 
EM, Hike, =a ch, 则 (5-58) 就 表示 一 个 六 阶 差分 方 
SF ew G, n tho (hb 一 ah FRE. 

I FEAST RA REC RUST RO, MOEA REP ne i, 
BEB F, 是 变量 nomo ++ 904 RECAST ROR. RE 
分 方程 可 以 写成 

Chaat kh nt E ee E nyn ™ Tatto C5750) 
其 中 系数 arms" yon M Yap ABTA EAD 2 AS 已 A pe Be, 
#Ee 了 了。、 则 使 我 们 允许 它们 是 复 值 函数 ， 那 也 不 会 产生 额外 的 
国难 . 现在 我 们 讨论 与 这 种 差分 方程 有 关 的 一 些 基本 人 性质 . 
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蕊 中 有 些 性 质 是 与 过 防线 性 给 分 方程 的 理论 非常 类 似 ， 便 也 
有 一 些 显 著 的 差别 ， 
我 们 首先 堵 虑 齐 并 方程 

Clonyatt 十 Cuayath-i H ny =O, (5-61) 
我 们 假定 鞭 系 数 对 所 有 7 > 0 都 是 确定 的 .并 规定 on, HO, 
a = Oo, 显然 ， 对 于 性 联 的 初 值 人 一 我 们 都 可 以 
Re (5-61) 的 一 个 解 ,而 且 这 个 解 是 叭 一 的 . 特别 是 ， 对 于 
AB yo = y tt = ye = 0, 则 有 对 应 的 平凡 解 yr 一 0. 
蔬果 序列 Lyn} 和 {xs} 都 是 <5-61) 的 解 。 那么 很 明显 ， 以 
Ay, + Bza 为 元 素 组 成 的 序列 也 是 (5-61) WORF, RH AB 
部 是 任意 常数 .两 个 解 yo} 和 ze) EAA n 一 to6 称 为 线性 无 
RAJ, ROSA FEE PAR SHS TR 4 B, 使 得 

Ay, + Be, = 0, n — mm = 0,1,°--5k — 1 
H. E- ie Re, BR C5-61) Ae Pie fy a=, am) 
TE n = BRERA, WRAP TASKS H HR 
Api 一 1,2,*… mm), 使 得 关系 式 

Ay? A 二 A 0 
对 5 一 吉 一 0,1,…… ,多 一 1 同时 威 立 ， 按 初等 失 阵 代数 ,这 
ht Be EES OT TE 
Yno yari "二 
th (25 


ya [E Raya 65-62) 


本 有 


Fag Fpi’ * Et F 
AJFR m. FT AAEE AREER RRR E k. 
4a C5-61) EJ APRA n 二 n ERREARI, ME fi 
REA & PREY (5-61) Æ n 一 徊 的 一 个 基本 组 ， 这 种 基本 
AAW LBA AR. Pon, PRE ROP IR 
{yee} Cam 1,--+.4); 
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鳃 名 的 证 阵 邓 变 为 单位 矩阵 就 行 了 .在 一 些 特 殊 情 形 下 , 选 
联 其 它 的 基本 组 也 许 会 更 加 方便 . 

TOR Ee 

Con Oy SS Mos (5-63) 

UAT CATER CRDA 10) 在 = = 和 的 基本 组 对 所 有 # > m E 
是 基本 组 另 一 方面 ,如 时 条 人 姓 (5-637 Hae, We — m HI 
基本 组 未 必 是 8 > mm 的 基本 组 但是, 以 下 的 定理 ， 即 使 没 
有 条 人 性 (5-63) 也 是 成 立 的 . 

EHSL MEH n > a hs fy} 是 C5-61) 的 解 ， 
则 当 2 ony IT {yat BARE n 一 ny PORE A A RE 组 
ae 


[= E 


TE. @ iyi Ma 一 1,--- 总) 是 给 定 的 基本 组 .由 条 忻 


> Any? = yas ni- — 1 (5-64) 


可 确定 常数 Aine da. GK APM Ly} 在 ”一 和 是 线 
性 无 美的 ,所 以 这 万 个 未 知 量 4 的 大 阶 线性 方程 组 的 系数 行 
列 式 蜡 于 零 。 因 此 该 方程 组 有 唯一 的 解 Aot tAr WER 
们 规定 


k 
Ea = Ya T >> Any}, # — my = O,1,+++ 


=l 


MoD (5-61) RR SR EB Se RAY E FU iey 也 是 45- 
61) 的 一 TRE. 由 和 于 ta, e 一，** 一 Zna = Os 这 个 
解 对 于 n 守 STS. M OG- SB eS ny BK 
I. 


EEH 5. 1 的 基础 上 ,我 们 可 以 说 (5-61) AF s > m i 
解 的 形式 为 > Any, FPR {yi} Æ 2 一 9 入 成 一 个 
基本 组 ， 而 常数 4 是 任意 的 . 显然 对 应 于 非 齐 次 方程 
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th nF ntk + OF snark rete +e Saka “= Tare (5-65) 
时 通 解 可 以 写成 {ys 十 xs 路 的 形式 ,其 中 1ys} 表示 齐 次 方程 
《相应 的 yt 一 OD 的 通 解 ,， C2, } 是 非 齐 次 方程 的 某 个 特 解 ， 
非 齐 次 方程 的 特 解 可 以 利用 初 值 mo 一 中 一 … 一 z = Ds; 
通过 解 (5-65) 求 得 。 我 他 亲 以 通过 齐 次 方程 的 某 些 解 用 
Duhamel MEHA RAMA AER RERE. 对 于 
m = 0,1,2,- 
令 序 列 (yam) 满足 条 性 
Yam = Üs 六 一 Dll va 一 > 
5-66 
Venn ™ 1 f ck ym € ) 
HIRST n > m, 它 是 (5-61) 的 一 个 解 , 则 有: 
定理 5.2. WH Tnk, SE m = eye Sei = 
pI (5-65) 的 解 可 以 表示 戌 | 
— Ý nye (5-67) 
m=È 
ik. 由 Yam 的 定妆 推出 ， 
hind nt Rim + Uh ln YF ntem +- + co nn 
p> nem — Rk, 


w= m — Rk, 


(5-68) 


AAR Fm > ty Yam 一 0、 所 以 如 果 没 有 有 路 钱 性 困难 的 话 ， 
(5-67) 可 以 换 成 
bd >, Y mF nm» 
利用 (5-68), 我 们 就 得 到 所 要 的 结果 
ate, Baek + ke nH “hoe "o,s y 
= > V wa Ok, nr te- + on F s, aft = Fark. 
通过 显 式 地 构造 常 系数 线性 差分 方程 
ChVask F kintika ott E oya = O (5-69) 
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在 # 一 0 的 区 本 组 来 结束 这 一 节 , 其 中 尺 二 9, ow 产 0. 用 类 
似 于 常 系数 常 微分 方程 的 方法 ,对 于 适当 选取 的 4, 它 具 有 形 
Ay e 的 解 .我 们 首先 将 求 得 (5-69) 具有 形式 Ya 一 ”的 
全 部 解 , 其 中 1 是 待定 的 .实际 土 , 瑟 成 e+ 一 更 加 方便 ,于 
E ys = 2, BREW. 因为 我 们 要 的 有 是非 平凡 解 ， 所 以 
MBAR CO. 把 yr 一" RAR 05-699, 我们 得 到 
FRR 十 ak- 二 
或 者 消去 5”， 
mat ett :+ Tom 0. 
FH ay Ul, 如 果 ya 一 5 是 (537-69) 的 一 个 解 ， 那 么 一 定 是 
特征 多 项 式 
PRE) = akt + ert + ++ + a 
的 一 个 《 实 或 复 ) 根 .相反 ,把 我 们 的 步 又 倒 推 过 去 容易 证 明 ， 
F i E pt&) 一 0, Wy, = i 是 该 差分 方程 的 一 全 和解 。 现 
在 我 们 分 如 下 两 种 情形 ， 
i SIX elO AAPA. 设 这 些 根 为 
Gisba5" * 
我 们 已 经 证 明 了， 以 这 些 数 y 六 一 睹 构造 的 起 个 序列 都 是 
(5-69) PORE. HT até, eo =o RH PR, Mi tye} 
YAR — PLR. 这 些 解 的 线 狂 无 关 性 是 枢 据 矩阵 565-621 
对 于 n = 0 ERK 


1 gece 太一 
1 are 1 
1 Sages oR 


得 到 的 ， BERMI PICA EH TC; — 5) = 0. 


1) 这 就 是 Vandermonde HTA. (CRA Birkhoff 和 MacLanc [1953], 
p.303). 
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i) Sina CORR. mS IM off) AS 
522" sEm 并 设 m < k, 那么 由 序列 02} 一 1 
还 不 足以 构成 基本 组 。 其 缺少 的 解 可 用 党 微分 方程 理论 中 熟 
AAA EERIE. Biot mR? 是 二 重 根 ,那么 我 们 可 以 把 
看 成 是 由 两 个 相 蜡 的 单 根 5 和 “十 Es 组 成 的 ， 其 中 s eB 
MNS. 对 任何 e, Wels + 2)* 一 如 为 元 素 形 成 的 序 
列 也 是 一 个 解 ， 这 是 因为 它 是 两 个 解 的 线性 组 合 . Mine 
可 以 期 望 当 8 一 和 时 得 到 议 ys 一 人 ”为 元 素 的 极限 序列 是 
对 应 于 e 一 6 的 一 个 解 。 这 一 事实 可 以 由 下 面 的 定理 得 到 证 
实 , 定 理 包 含 在 人) 下 面 的 陈述 来 作为 一 种 特殊 情形 . 

定理 5.3. 设 ots fas" “5 Emm <= Ao His pít) 
Nae Stk. MO Er 4 Pa BR. MRANA 

Ye ™ Čir 
ya = Mons (5-70) 
yum n n-i) e- Ga Pat 20h, pl ,2 
Rk = 2 pn 组 序列 构成 差分 方程 (5-69) 的 解 在 x 一 0 处 的 
一 个 基本 组 . ; 

TE. 我们 首先 证 明 , 由 (5-70) 式 确定 的 全 体 序 列 都 是 
(5-69) 的 解 。 如 果 ot oF) He, BR, BA Cf, 也 是 函数 
FCE) 一 5"p(#) 的 重 根 ,其 中 * 是 一 个 任意 的 非 负 整 数 , 因 
ib. eC} AAT fe — 1 Bree ow CE. Ie SIE 
系 式 

arka t 二 ti 0， 
an RETA 十 eC +R LEER 
oss bag a Ch =o, 
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watt RG t k — Wen k — Pa t DEHA Paa 
十 tanta — 1)+--Ca — Pet 2ER Patt me 0 
而 这 些 关 系 式 就 相当 于 说 由 《5~70) 所 确定 的 pe 个 数 来 求解 
差分 方程 (5-69). 
莘 下 来 要 证 明 由 (5-69) 确定 的 解 是 线性 无 关 的 。 通过 
计算 ( 见 本 章 末 问题 12) 我 们 可 以 证 明 ，n 一 0 时 短 阵 (5-62) 
的 行列 式 有 非 零 值 


Ca GPa FP» TE Cpe — Itt 
14 <u aoe a=] 


FO Olt = 1, II RIAA le dt, k=, 2, Œ 
理 5.3 证 毕 。 

整个 这 一 节 我 们 没有 假设 差分 方程 的 系数 为 实数 ， 如 果 
差分 方程 的 杀 数 和 初 值 条 件 是 实 的 , 则 其 解 当然 也 是 实 的 .但 
让 多 项 式 PE) 却 仍然 可 以 有 复 根 。 GREE Ry dee 
将 以 复 的 形式 出 现 。 类 似 于 常 微分 方程 的 情形 ， 我 们 可 以 得 
到 仪 含有 实 遂 数 的 等 价 的 基本 组 。 如 果 喜 是 实 多 项 式 (LZ) 
TER: MRR RA E 也 是 一 个 根 ， 且 重 数 相 同 。 因 
i» LA (5-70) 形成 的 共 斩 复 数 为 元 素 的 序列 也 是 解 ， 从 而 诺 
AI C5-70) 的 实 部 和 虚 部 , 按 定 义 都 是 实 的 ，。 它 们 本 身世 是 差 
分 方程 的 解 , 例 如 ,对 于 差分 方程 Var + oy, = 0， 公式 (5-70) 
给 出 了 复 基 本 组 yn = i, ya 一 【一 四"， 此 时 , RATTAN X 
的 基本 组 ys 一 cosa (=), Ya = sinn (=) KARRE EAT. 

3.2-2. 近似 盖 分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 我 们 研究 下 
面 的 问题 : 假设 信 x,y) 满足 定理 1.1 中 的 条 件 , 并 设 og KO; 
对 任 取 的 初 值 Fos Fis ""** ys Ys 差分 方程 (5-58) 有 唯一 -的 和 解 
Yatan E Cad D? 显然 ,如 黑 我 们 能 够 证 明 , 对 任何 慎 


Yas T y¥athany 
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AK (5-58) 看 成 对 yan WARMER. WBS H 
定 的 。 «af Be = 0, 这 是 显而易见 的 ， 因 为 《5-58) 式 可 以 把 
Vora TOT HER AR BE ya Yaika 的 部 数 , 该 函数 对 其 自 变量 
的 一 切 值 都 是 确定 的 、 但 是 如 时 让 0, ya 还 出 现在 有 
vee ALPE OD fark 一 其 ze+ky Yorn) 的 一 个 由 变量 3， 并且 《5- 
58) 作为 vane 的 方程 (一 般 是 非 线 福 的 》。 它 可 这 有 几 个 解 或 
者 根本 没有 解 ， 如 果 存 在 唯一 解 、 那 么 就 产生 了 求 这 个 解 的 
hs A). 
为 了 分 析 这 个 人 向 题 ,我们 把 (5-58) 写成 


y= Fiy) (5-71) 
其 中 ¥ = Fatta 
Fly) = h ÊE ilan y) +e, (5-72) 
tk 
c= {Be 十 -十 Bite] 
nt ooyn}. 
在 $5.1~2 申 描述 的 选 代 过 程 可 以 建立 起 一 般 情 形 , 而 取 形 式 
Al 
yeh = Fy), vm OF1,25°*-;5 (5-73) 


其 中 y 人 是 一 个 适合 的 首次 近似 值 。 下 面 的 定理 使 我 们 不 侈 
和 能够 证 胃 ( 对 充分 小 的 并 值 ) 序 列 ia 收 化 于 《5-71) 的 解 ， 
并 且 这 个 解 是 肉 一 的 ，. 

J 54. ite FO) Æo my < oo LRRD, 
并 设 存 在 常数 K, E40 < 委 下 一 1 并 且 对 和 任意 的 %* 和 ?都 
有 

IFO 一 下 (3 SEEKEly* — yle (5-74) 

YF Tag BA i BRIS: 

i} FE 5-71) 有 唯一 解 好 
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i) 对 任意 y 由 《5-737 确定 的 序列 股 化 于 y; 
iit } 对 y= 1,2,°+ "3 有 估计 式 


Ily— yl s 


K 村 z- 
rg oy 9) 


<= 


K W _ ow r^ 
i_x jy vy} (5-755 
WEA. 

an Fly) 是 由 (5-72) 确定 的 ,有 f(x sy) 次 于》 ipa Se Fr 


有 常数 工 的 Lipschitz 条 件 ,那么 条 件 (5-74) 是 满足 的 , He 
K 一 |. 4 L. (5-76) 


MFA Fore 448, K < 1, 
定理 5.4. 的 证 明 ，, 设 YY 和 y* 是 (5-71》 的 两 个 解 ,区 
y= FO), y* = Fly*). 
了 从 第 二 个 关系 式 减 去 第 一 个 关系 式 且 利用 《5-74》, 得 到 
ly* — y| < Kly* — yl. 
由 于 [K| <1, RR ERR. RHE y* =y. Aik 65-71) 至 
多 有 一 个 解 。 为 了 证 明 解 的 存在 性 ， 由 《5-73) 减 去 关系 式 
y”? = Fly?) 并 利用 (5-74), 便 得 
| YY 。 y™ | < 过 Kiv {P} = yoj, 
重复 使 用 这 个 估计 式 , 就 育 
| pots “a. yta | =< EK” |y” — yo] 
和 
一 Cvs = 1,2,-+--) 
AM aoe EE (AT TE BER e, E 


J porte — yl) | = | prt yt | -二 -。 十 | 一 | 
< KE + KO oe oe EDP yO — yor] 
<= = Ly — yl (5-77) 


- ~ 257 -+ 


Fee s > 0, 存在 一 个 整数 m, 使 得 
KR? 
1i-K 
对 一 切 vy > 加 成 立 。 于 是 我 们 证 明了 序列 Ga) BEEK Te 
Steps Cauchy 准则 . 因此 有 一 个 有 限 的 极限 。 在 4S-737 中 
&v—-oo, IR FO) 满足 Lipschitz 条 件 因 而 是 连续 图 数 ， 
我 们 得 到 

y = limy” = lim F(y?) = F(limy®} = Fy). 
TERR” 被 认为 是 一 个 解 。 并 且 由 于 已 经 建立 了 唯一 性 ， 
akoy Æ (5-71) 的 唯一 解 。 在 《5-777 中 国定 7 后 , 令 poo, 
EHAA (5-75), 

By SBE EE Ss LAGE Banach Wp ATA 
HERY E BE SE BA Bo eR TEC i, GL Collatz! 19604, 
p38), 在 这 坚 所 考虑 的 情形 中 :这 些 结 论 都 可 以 给 出 明显 的 
几何 解释 . 

5.2-3. SARAH. EP ey) 满足 存在 性 
定理 1.1 中 的 和 条件， 如 果 点 充分 小 ,并 且 给 定 了 初 值 

¥ooVis” Tsk 
BBA RB ae, HON, BOE 65-538) eee TE 
列 {ys}、 虽然 所 用 的 记号 只 强调 依赖 于 离散 变量 n, 但 该 序 
列 的 元 素 3, 也 与 # 有关 。 其 一 ,这 是 因 汰 在 差分 方程 
《5-58) 中 表示 一 个 参数 ;其 二 ,因为 该 序列 的 初 值 通 稍 是 于 的 
PEI Br: 


| yi? 一 了 | Z E 


Ye = nA), wm O,1,-++,8 — 1, (5-78) 
对 一 个 "好 ”的 方法 来 说 ,在 适当 选择 开始 值 以 后 , 我 们 希望 ， 
当 上 ->0 芝 xx 一 时， 由 此 产生 的 数值 ya 趋向 于 所 要 的 精 
确 解 在 点 * She. «=P A eR TUK ae BY BO i 
全 . 
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E. H (5-58) SE MAREE SP Ree, ae 
下 面 的 陈述 对 所 有 满足 定理 RR yD 及 
一 切 7 (aR BR. CA y(tx) 表 示 初 信 间 题 
xy m fixy), yla) =n 
的 解 , 风 
lim ya = yle) - (5-79) 


Aras x ELa,8] WHEA WAE 
lim nuda) = 2» æ= O,1,-+°,4 — 1 (5-80) 


的 初 值 yx = Ch) BEDE (5-58) 的 解 {yat 都 成 六 ， 应 当 
注 放 ;这 个 定义 要 求 条 件 (5-79) 不 仅 对 具有 由 精确 初 值 一- 
这 些 值 当然 满足 (5-80) 一 一 确定 的 序列 ly.) 是 满足 的 ， 而 
且 亢 对 所 有 那些 当 训 一 0 时 具有 以 精确 初 值 7 为 极限 的 初 值 
FAERIE AEP EAJ. 我 们 提出 这 一 个 浊 加 严格 的 条 
作 ， 瑟 是 因为 在 实际 中 几乎 决 不 可 能 用 数学 上 的 精确 值 来 开 
始 计 算 . 

5.2-4, 收效 性 ; HRA. FERIA PRT, 我们 
将 沽 虚 收 人 襄 性 定义 的 一 些 推 论 ,在 这 方面 ,把 差分 方程 (5-58) 
与 多 项 式 


PE) = mtt 十 or tt 十- + ay 
5-81 
aE) = Balt + Beate ay OEY 
联系 起 来 是 方便 的 . 


反 过 来 ,如 果 给 出 了 两 个 多 项 式 (2) M oO), 我 们 就 可 
以 把 它们 与 差分 方程 4s-58) RAR. 

定理 5.5. 线性 多 步 法 (5-58) 收 敏 的 必要 条 件 是 月 关 
RUST CC) 的 所 有 根 的 模 都 不 超过 1, 而 模 为 1 的 根基 单 
根 


这 种 加 在 ptt) 上 的 条 性 就 称 为 稳定 性 条 性 . 


= FSO + 


证 。 (RE Ae, WEA i IR 
y = 0, yO} = 0 
Eka. 其 精确 解 是 yCx) 一 0. 对 主 这 个 问题 来 说 ，(5- 
58) 便 化 成 常 系数 着 分 方程 
BRVngk 十 Co- 二 0 € 5-82) 
GO BIXEE aA BA ARE C5 -80D, 
imya = 0, k= xin (5-83) 
对 任何 x > 0, URE | 
lima |a) — 0 z= O0,1,+-+, &— i (5-84) 


HI (5-82) 的 所 有 解 fy.) 都 是 成 立 的 ,其 中 yr 一 nh). 令 
E = re (r >0,0K pci 为 p(5) 的 一 个 根 , 旭 由 定理 
5.35 W 

Ya “= Ar" cosnp (5-85) 
确定 (5-82) 的 一 个 解 ， 并 且 满 足 (5-84)。 如 果 方 法 收敛 的 
话 ,那么 55-83) RHA. € p = OMe = x, 则 立即 导 
Hrs B pt, p*r, RINER F - 


Yh = zt Hl = hip , 
ain“ g 

HS ro, k= rja 时 , 它 的 去 端 项 趋 于 零 , 故 其 右 端 项 
也 必须 和 趋 王 零 ， 这 样 又 得 到 ”> 三 1。 这 就 证 明了 定理 5.5 中 
结论 的 第 一 部 分 。 为 了 证 明 它 的 第 二 部 分 ， 设 站 一 re? 为 
PDO 的 重 数 大 于 1 的 根 ; 则 再 根据 定理 5.3, 数 

Ya — Anr" cosnp (5-86) 
3%) (5-82) 的 一 个 解 。 因为 ne AD) = [yel <A er Cee = D, 
Laa — 1), 所 以 它们 也 满足 0-84). FEW TS — tki 
的 方法 ,它们 必须 满足 (5-84)。 如 果 P 一 0 或 一 x*， 那 么 
wth zjn, 我 们 就 有 lye) 一 nlr", ERG r al, 者 
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p = D, pea, WES TS) HAHA AA 


F 
žan — Arpina- — pi” 
" ~ > 
sin 中 


其 中 s, = n'h Vyn, M C5-83), 1 n ooht., za- 0, 故 该 
关系 式 的 左 端 项 接 于 骞 ， 并 且 得 到 x <1, 于 是 定理 得 证 . 

WiFtBABIAN, MWe > i Re Sl, 5-85) 
(5-86) Pre Heol, BR: Sie es ae AE A. 
RERA WERE ofS) 违反 了 稳定 性 茶 件 ,那么 可 以 证 
有 明 , 在 某 种 意义 下 ,即使 (5-84) 是 成 立 的 ， 凡 乎 所 有 ”差分 方 
E (5-82) 的 解 却 是 发 散 的 . 

作为 一 个 不 稳定 方法 { 即 韦 反 稳 定性 条 人 性 的 方法 ;的 数值 
例子 ， 我 们 及 用 选择 4g 一 2，r 一 2 的 微分 方法 (5-48) ES 
Ene = y, yO 一 ! 的 解 。 我 们 注意 到 差分 方程 
C5-48 th AUT Vyas, 对 应 于 多 项 式 off) 的 项 pa O, 
TEXN FF fal a PE. 

ef) = (ll — 27) + Snl 一 二 


=p- D- Y 

— — 1 >: _ 3 
| peru 3 
Hef = 1,5 一 3。 方程 (5-58) 为 

— vets H Byar — 2 Ya = hyns 


FAA =~ 0.1 和 各 开始 人 yo 一 1.00000, y, 一 1.10517 《与 给 定位 
数 的 精确 解 一 玖 ) 求 这 个 差分 方程 的 数值 解 ， 我 们 得 到 在 玫 
5.10 中 给 出 的 数值 。 表 中 数值 很 快 发 散 是 明显 的 ， 甚 诗 对 更 
小 的 二 人 这 种 发 散 了 现象 会 发 生得 更 快 . 

ZTE $5.1 中 讨论 过 的 其 它 一 些 方法 ， 我 们 看 到 ,建立 


= IH >+ 


™ 5.10 


ae Ya Ya cn 
0 1.00008 6.00000 
).1 1,10317 0.00009 
0.2 1.22068 - 0.00072 
a.3 1.34618 — 0.00368 
0.4 1.47854 — 0.01329 
0.5 1.60636 — 0.04234 
0.6 1.69415 — 0.12793 
O.7 1.63634 —O.37741 
0.48 1,12395 — 1.10159 
9.9 — 0.74049 — 3,20009 
Io — 6.55860 —- 9.27635 


在 积分 基础 上 的 所 有 方法 者 满足 稳定 性 条 件 。 这 是 由 于 这 些 
AEA BIS elf) Bawa ot oe (1 scp A), ATE 
fir baer pee, Toe oey ke eR Bw 
在 数值 微分 基础 上 的 公式 却 没 有 这 种 简单 的 一 般 结 果 ， 因 为 
et) 的 根 的 位 置 并 不 是 那 科 容易 确定 的 .通过 数值 计算 或 
应 用 Hurwitz 提出 的 代 煞 准则 ， 人 恒 可 以 证 明 当 > = OT CE 
最 前 面 的 点 处 的 徽 分 ) 这 些 方 读 允 于 了 3 一 1，2: 356 是 入 定 
的 - ”对 于 8 一 7 了 以 及 所 有 更 大 的 94; REALE UREA 
稳定 和 的. 当 > 一 1 时 ,稳定 性 在 3 一 3 时 和 失 产 ,+ 一 2 时 正如 
土 商 所 省 到 的 那样 ,在 2 一 2 时 失效. 

5.2-5, WIES AT; 阶 和 误差 常数 .稳定 性 条 人 性 沁 有 
这 样 的 瘟 又 , 即 防 止 小 的 初始 误差 在 运算 中 迅速 增长 ,以致 收 
ESS. BPR. MMAR PES AE BRIE ae. 
EA ite i 2 I Ae RE RE PRE BB 5-589 a A 
程 y = fx oy) BP aR. 

在 考虑 度量 单 步 方 法 精确 度 的 时 候 ， Pe Se IA 
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y(x + A) — yl) — h OCx ye ,4), 
其 中 y(x) 为 给 定 微分 方程 的 一 个 解 . 这 个 量 帮 为 的 函数 
来 说 ,如 时 越 小 的 话 ,那么 方法 的 精确 度 就 越 商 。 同样 地 ， 如 
$ (5-58) 黎 定 义 一 个 好 方法 ,那么 我 们 期 望 ， 如 果 A BUN 
用 ylxm) 代替 yw 的 话 ,(5-58) 式 两 边 的 候 差 要 小 ,这 里 yCx) 
是 给 定 微分 方程 的 一 个 精确 解 。 我 们 把 差分 算 子 
Lh y Ce) sh] 一 cays + RA) 十 arayla 十 《 丰 一 1038) 十 
十 wyle 一 下 [By RAD + Bray C + CR 一 194) 
+ +--+ + 8 y'Cx}} (5-87) 
和 (5-58) 式 联系 起 来 ， 它 可 以 看 成 是 “作用 ”于 任何 可 微 函 
数 yCx) 上 的 一 个 线性 算 子 。 而 暂时 ,我 们 只 把 算 子 工作 用 于 
具有 充分 高 阶 连 续 导 数 的 函数 . 这 样 我 们 就 可 以 按 4 ORK 
来 展开 工 [y(z) 引 ]， 并且 展 开 式 可 以 取 和 任意 多 项 ， 由 于 


yr + mh) = yir) 二 -Z m` hy Cx) 十 


hy Ce 十 mh) = hy lr) + mky (x) + e+e 

得 到 
LEYDA] = Cyl + Cay Gr) + eee 
十 CghtyP Ce) trees (5-88) 

其 中 系数 CoC¢~m0,1,-- ERA SA EE Rye) 无 
K: 

Ci = Oy + oo t+ w tt + + tga 

C, = a + 2a, +++ + kor — (Bot Bi + Bat ++ +8), 

Com a + Qe + vas H Rieg) 


1 — mw 
{q - 1r (B t+ 27 ‘Bs Recs ct RA ‘Bas 
g= 2,3,°* 


+ 
F 
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AG Cy Cy mses = C, = 0, fi Cpr 0, SUR ZS FE AY 
22 OD FEF (5-87) HP BAY. SAAR — RP BY aT 
以 看 成 方法 精确 度 的 一 种 粗粮 度量 .在 单 步 方 法 的 定义 和 
多 步 方 法 移 定 义 的 少数 情形 中 (如 第 2 章 间 题 3 中 所 考虑 的 
Euler i ASI EMD. 易 见 , 所 给 出 的 这 两 个 阶 的 定 闵 是 一 
RAY. 

SRE. FOE (5-53) 与 方程 

CRY ngs ont F Goats = AC Brati 十 H Bolat 
(5-89) 
是 完全 等 价 的 ， 其 中 = 是 任意 面 定 的 (5 正 的 或 负 的 ?整数 . 按 
上 面 进行 ,我 们 可 以 把 差分 算 子 
Lily Gey sR] = aryr + Ce + ADA) +--+ + ogy + th) 
— AL Bey’ Ce + G + RAD H+ Bb Bey’ Cx + AD} 
(5-90) 
i5 (5-89) SUR ROK FEE CB aie oe A AR ee 
Taylor Fe. A SS —-S AE SE BUF RRL, AER RE 
Bir ee p FAL AS BE C pti FAT i, AA A ARRERA 
(3-90) 和 展开 式 (5-87) 是 等 价 的 。 只 是 把 其 中 的 y Cw Hak 
Tye teh), 如 困 工 是 P 阶 的 ,那么 求 得 
志江 yw335 下 ] 一 Llyr + Asal 一 Conk AP ty PIO x + th) 
+ oTt), 
由 于 假定 了 Oo Fb Fe oy OT GAS, i 
ypTOCY 十 rA) = yDCwY 十 OCA). 
从 而 
Lily Ged 52) = ConA ty? toe) + OCR, 

这 就 证 明了 这 个 论断 。 甚 至 在 证 明 中 并 没有 用 到 * 是 -个 整 


数 的 假定 。 同时 这 个 论证 表明 、 常 数 CCa e 一 般 屯 . 


i AERA © 的 . 
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作为 一 个 例子 ,考察 中 点 注 则 [在 (5-25) 式 中 , 令 9 一 0]， 
按照 一 般 形 式 (5-58), BAL Sm: 
Paps 一 Jr 上 
FAME A EE (5-87) 为 
Lye) 547 = yke + 24) — yle) — 2hy'Cxe + A) 
ae py" 4. BAE ye p QAX e g COA Uw 
Zhy + > y t 6 yo ”中 2 y + 
— 2hy’ — Baty” — E y — 2 £ ye — ese, 


我 们 容易 得 到 Cu 一 C, = CG 一 0。 CG 一 T c= L, 于 是 


Pp 2. 男 一 方面 ; 令 :一 一 1]， 我 们 可 以 著 虑 算 子 
L lyla] = yx + A) — ye — h) — 2hy Ce) 
o f R fit A y aan F 
= 2hy + 2-5 Fea? + JAV s 


又 得 到 C, = C, = Ci = 0, C = >? 因此 p = 2, 但 c=, 


从 实际 计算 的 观点 出 发 , 显然 用 第 二 种 方法 计算 Pp 和 Coy 较 
好 ,因为 它 在 Taylor 展 式 中 只 出 现 否 次 项 .这 个 注释 通常 适 
用 于 ae 一 o_o fp = Pee MH DAE WAR IA 32, 
sche, MIT FS BB it BTA BUFR Co，Ci 
HSE PA Cpa. PI, Z $5.1 中 所 考 境 的 大 部 分 公式 ， 我 
们 证 明了 适当 地 确定 一 个 1， 就 有 
LiAyCe)sh] = Khaty to CEY, (5-91) 
Hp a A KE 0 都 是 与 ylx) 无 关 的 常数 ,以 及 上 是 指定 区 间 
E-A. 只 要 《5-91) 成 立 : 我 们 就 可 以 推出 
P= 4s Coy ™ K, 
因为 根据 上 面 的 说 明 我 们 有 
EL ye) 5h) 一 Cp ht ty? Ge) + oes 5-92) 
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Hih xa BEAR 之 pg 十 1 的 那些 项 hry"Cx)， 在 (5-91) 和 
(5-92) 两 式 取 y) 一 xp 十 1, RRA ee 
等 的 . Alb Katt! = Cph t AA EAA 4 AB AK 
,从 而 推出 了 一 p, K= Coes. 
引进 差分 算 子 的 阶 > 作为 和 泪 子 精确 度 的 初步 而 又 租 糙 的 
度量 . 在 给 定 阶 数 的 所 有 差分 算 子 类 中 是 否 可 以 把 Car 的 
值 看 成 是 精确 度 的 一 种 较 好 的 度量 呢 ? ”回答 显然 是 否定 的 ， 
因为 我 们 可 以 用 一 个 适当 的 常数 葬 以 (5-58) AE Con 的 值 
任意 小 ， 而 这 一 过 程 并 不 改变 由 这 个 公式 所 确定 的 值 Y，， 从 
而 也 就 没有 提高 该 方法 的 糖 确 度 .但 是 ,在 公式 (5-58) 和 的 这 
样 一 些 改 变 下 ,我 们 给 出 的 贡 数 
Cpp - 
Ccara ro nra S 
却 是 精确 度 的 一 种 好 的 而 且 在 许多 方面 是 方便 的 度量 .这 个 
常数 便 称 为 由 (5-58) 式 所 确定 的 方法 的 误差 常数 。 对 于 所 
有 收 化 的 方 潜 均 可 确定 这 个 误差 常数 。 因为 在 $5.2-6 中 将 
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特殊 差分 让 子 的 阶 和 误差 常数 。[4 = 所 用 的 最 高 阶 着 分 阶 ， 
A= 相伴 差分 方程 3-585 的 阶 3 


而 法 CAAT HR 


Adems- Bash forth gqtl=k 
Adams—Moulton q+ l= - | ry, 
F 二 0 H T + l = Å 工 Kati 
“yetrom | | 
z 一 
F = A 
q+? > Ge. 
Miine—Simpusca j 
=? -Tw 
在 Yetk—r $b St Oy, ari 
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指出 ,所 有 这 些 方法 都 满 让 条 件 和 十 让 十 … t pr AU. 
# 5.11 HHT $5.1 中 所 讨论 的 一 些 特 殊 方法 的 阶 科 
误差 常数 . 
5.2-6。 (ld, Sd eH. FE $5.25 开始 所 提示 的 条 
件 , 现 在 表述 如 下 : 
定理 5.6, d (5-58) 所 确定 的 线性 驳 步 靶 收 化 的 一 个 
必要 条 件 是 相伴 差分 算 子 的 阶 宇 少 汐 1 
BY P= 1 的 条 件 称 为 租 容 性 和 条件。 $E $5.2-5 中 引进 的 
常数 0C。， 这 个 条 件 就 相当 于 Com 0, C 一 0; 相 容 性 条 件 可 
以 用 多 项 式 P MoS) 表达 成 关系 式 
PL) = 0, PC) = aol). ' (5-94) 
A So TERA. $5.1 中 所 讨论 的 特殊 方法 都 是 相 容 的 . 
定理 5.6 HEH. 我 们 先 来 证 明 Cs 一 0. BREE 
敏 的 , 则 它 对 共有 精确 解 的 初 值 问 题 光 一 0，?(0) 一 1 也 是 
Ir or A. 24> 798 (5-58) 又 可 以 化 成 
Bane 十 Mkate toot D0, (5-95) 
AEE FE IP EE A GU a A 
yam 1 Cx = 0,1,---,4 — 1) 
的 公式 (5-95) 的 解 fy} Sy, = 1, H k0, nh =x 
时。 国 为 在 这 种 情形 下 ,ys BRT A, RU, 当 * 一 
co 时 , ya — 1. 在 (5-95) p, Sno, RPS 
ce F gr- tb ttt 0 
这 就 等 价 于 Co— 0. 于 是 得 到 p > 0. 
为 了 证 明 C, = 0, 考察 初 值 问题 y 一 1, y(t0) 一 0。 其 
RA y =r. 差分 方程 (5-58) 现在 可 以 写成 
Ohyatk F yeti op 
= AC he + Bra +--+ + Bo). (5-96) 
Mt — PK HH. (5-96) AEP 


中 JRT a 


imya) = 0, E= O,1,°°-,8 — 1, (5-9 7) 
其 中 ye a) 同时 还 必须 满 是 


mya = 5 T; = f, (5-98) 
此 从: 对 于 一 全 了 收 笋 的 方法 , 直 定 理 5.5 我 们 可 以 假定 
Roe + CR 一 Laru 十 tay = p'Ch) 0, 
设 序列 {Vat 是 由 Ve 一 NAK 所 确定 的 ,其 中 
K = Be P Pra + +s + Bo 


kar the CR —— Vag, eee ta,” 

这 个 序列 显然 满足 65-97) 并 且 容 易 证 明 它 是 (5-98) 的 一 个 
解 . 由 limeéAK 一 cK, nh = x, FTE KK — 1. 这 就 相当 
于 Ci 一 0 从 而 完成 了 定理 5.6 的 证 明 . 

这 怠 证 明了 。， 从 所 考 罕 的 例子 导出 的 稳定 性 攻 相 容 性 条 
件 对 于 收 敏 性 也 是 必要 条 件 . 鉴于 这 个 事实 ， 令 人 更 加 意外 
的 是 这 些 条 件 对 收 敏 性 不 仅 是 必要 的 ， 测 且 世 是 充分 的 。 而 
且 ， 对 于 充分 精确 的 开始 值 . 一 个 p 阶 方法 的 票 积 离散 误 美 ， 
和 和 单 步 法 的 情形 一 样 , 是 OCh?》， 这些 结 果 的 证 朋 并 非 显 然 ， 
将 在 55.3 中 给 出 ， 

3.2-7. RATETA. EERI E W PAYS 
题 : 给 定 一 个 满足 p(1) 一 0 的 站 次 多项式 ,通过 选择 适当 的 
多 项 式 oC), 其 相伴 算 子 工 能 达到 多 少 阶 9 定理 5.7 给 出 了 
HS. 这 个 答复 使 我 们 能 够 以 更 加 一 般 的 观点 来 考察 5.1 中 
所 讨论 的 那些 特殊 算 子 ， 为 了 讨论 这 个 问题 ， 需 要 用 到 一 些 
复 变 理论 . 

对 形式 (5-87) 的 任何 差分 算 子 ,我 们 考 碟 复 恋 量 立 的 函 
数 : 

Pll) = Clog pCt) — elt), (5-99) 

PRK losg Soi cS + BS fh RIFFS logi = 0 AF 
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feo A) Pe, BR 《log 5)7! 在 二 1 处 有 一 个 一 级 极 
A. 车 算 子 是 相 容 的 ， 则 这 个 极点 就 与 pC2) 的 一 个 零点 相 
i BRR Cl) 在 “一 1 处 是 解析 的 . 更 一 般 地 ,有 下 面 的 引 
理 成 立 . 

5153. 与 多 项 式 pG) 和 sltt) 有 关 的 差分 算 子 
(5.87) 20 p 阶 精确 当 征 仅 当 函数 pt8) 在 8 二 1 处 有 一 个 p 

HE. RIX PERF PA. 则 对 充分 可 微 和 的 泡 数 ye), 
表达 式 ( 5.87) 为 OCA), 特别 是 ,选取 y(x) 一 e”, 当天 -> 
0 时 ,就 有 

卫生 ex 下 = e*{pCe*)} — gles)} 一 ETC ng APT 
+ OCA? *), (5-100) 
其 中 Cou. 关 0。 这 就 意味 着 在 一 0 处 解析 函数 
FCR) 一 pe) — hole*) 
5 P+ 1 RSA HBA YG) EA = 0c Pe BES. 由 于 
AEM Cm e* 把 二 一 9 的 一 个 邻 域 一 一 对 应 地 上 映射 到 =1 
HI— “SBR. 根据 复 蛮 理论 中 ?的 古典 定理 便 得 到 函数 
FED = (logt) Clogg) 

在 二 1 bape RSA. 

相反 地 ， 设 po Eg [= 1 有 一 个 bp 级 零点 ， 则 如 上 所 
RE. TEMPE (GA) 一 hqpte*) 在 一 0 处 有 一 个 p 十 1 级 零 
Ri. At 5-100) 对 某 个 非 零 常数 Cr 的 值 是 成 立 的 ， 从 
mA yG@) 一 e HEART, Liyo Ars ep. 由 于 阶 风 
依赖 于 系数 on 和 Bx, Mi LAOS p. 

现在 立 得 下 述 肯 定 的 结果 . 

定理 5.7. 令 ol) 为 满足 0) 一 0 的 名 次 多 项 式 ， 并 


1) WL Anifors【『【1953]，p.107， 定 理 11, 
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oR Eei, OS, 则 存在 唯一 的 次 数 科 玉 的 多 
项 式 c). 使 得 机 人 翌 差 分 算 子 的 阶 至 少 为 站 十 工 价 ， 

证 。 PRR Clog 0) pt) 在 5 一 处 是 解析 的 ， 西 此 能 
ieee E — 1 PYAR GRR RIT: 


eE? =e tek — l)teg —t¥ +--+, (5-101) 
iog 
OE RATS 
a(t) = tf) + eho _ 1} -十 -+ 十 ent — ty, 
(5-102) 


WAR pC5) AC KLM IER. 并 且 按 引 理 了 3 
相伴 算 子 的 阶 > CR 十 1) GS cars 一 0, 则 阶 超过 大 + 1). 
HR. BLK EA, MeO) 在 上 一 上 处 有 十 工 重 夫 
A. 由 Taylor 展 式 的 唯一 此 ,所 以 e) 必须 与 《5-102) 式 
fo. 于 是 定理 5.7 证 毕 。 RE RK =k 1 AK c k AAE 
是 有 实际 意义 的 ;前 者 导出 了 最 性 显 式 算 子 , 而 后 者 导出 了 最 
侍 的 隐 式 算 子 ， 
证 明 的 方法 也 提供 了 一 个 确定 误差 常数 的 方法 。 若 与 
PCE) 各 ol#5) 有 关 的 差分 算 于 为 p 阶 , 则 由 (5-100)， 
plet) — hole) — cpp? t + OCA, (5-103) 
HEE Cpa HO. AA G om lj, 
log =f ~ 1 + o 1r), 
从 而 
BED — o£) = Cok — D + OE — DEM). 
(5-104) 
FIL, Con BREF E 一 1 ARKH oE) fog 的 展开 式 中 
KB o(C) 吸收 进去 的 第 一 个 非 零 项 的 系数 。 由 ol) = cos 
我 们 得 到 误差 常数 
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C= cpl co. (5-105) 
作为 一 个 例子 : 令 pft 一 (8 一 15 一 4), 其 中 4 是 实 
的 。 这 是 与 相 容 性 相配 合 最 一 般 的 二 次 多 项 式 ， 对 了 
. 一 1] s i l, 
它 满足 稳定 性 条 位。 我 们 和 便 有 
oi e E DN 41+ 1)] 
log č log[1 + (§ — 12] 


_ 3— lep SEA pp gya 
1 TD (1) 


Iarr _ ay _ 45 
5g ET D OC — 1"), 


于 是 与 上 述 p(5) BRM REA DEA 


o(fy—1—ateSAce 1) +2 S4 — 1 
_ _i+tsa. 2—2 5 Aa 
£2 + 3 s+ 12 E> 
Raa WAR Se od He (5.58) KH 
Yata 一 (1 + ADV naa -+ AV 
5+4 2—24; _ 1+5} _ 
nf EA fara + 244 pay, — LE SR g,b (5-106) 


对 于 at 一 1, 该 方法 的 阶 为 3, 误 壮 常数 为 


对 于 4 一 一 1 由 于 该 方法 与 Milne FRM HER 
fe 4. 
MERA SAMARAS RRA (5-58) BRIAR, 
则 引进 新 的 变量 :一 工 一 4 是 很 方便 的 . 为 了 从 给 定 的 
p(t) SW eS k +I MERE. RNS 
p(t) = GRC), ol) = OS(s), (5-107) 
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SP RAIS WE A RSS, RO) = 0。 AE 

log E — — log (1 — 1), E — i =| (1 — t) = + OCF), 
AL (5-104) 得 到 

Rr} 
log (1 — 1) 
于 是 多 项 式 SO SFR 一 Elog (1 — I RG) Æ rm 0 
Mba A By Taylor 多 项 式 , 并 日 Conr RSPR Taylor 
展 式 中 下 一 个 非 零 再 . 
作为 一 个 例子 , 令 pC(5) = OK — Ot, RTI RS RG) =, 

并 且 击 展 式 


= 


— SC) = Cray? + OC PI, (5-108) 


1 
og C1 — +t) 
COL §5.1-2), RITES WA SH AK BS th SL FE Adams- 
Moulton 公式 的 系数 等 同 起 来 。 由 于 SCs) 中 的 项 Cte 提供 
了 《5-587 的 右 端 的 项 Ye， 因 也 这 样 产生 的 方法 的 确 是 
”上 与 Adams-Moulton 方法 恒 等 的 。 除 了 从 一 般 的 观点 重新 发 现 
这 种 方法 以 外 ,我 们 证 明了 这 是 由 多 项 式 (D9 = BA OE 
能 得 到 的 最 好 的 方法 。 同样 ， 可 以 证 明 Milne-Simpson 方法 
是 外 多项式 CC) 一 pt — 6* 所 能 得 到 的 最 杂 的 方法 . 
如 果 要 得 到 一 个 让 阶 的 显 式 方法 ， 一 个 黑 为 方便 的 方 潜 
是 令 


PCE) 一 GRC) = ot REL, ACE) = res), 


—- y7 ++ kit - 


(5-109) 
这 里 Ste) ER 1A. RBR 
RG) _ rt pri 
G Hive (1 Z5 SC) C pti + Of Jo 
(5-110) 
E St) 可 以 和 在 : — 0 SURAT Taylor SWAT. S 


n 37a 


PCE) 一 EI ERT, pCi) = pipt, PRATT SE Adams- 
Bashforth 和 Nyström 方 祷 ,同时 证 明了 这 些 是 上 述 问题 中 小 
KEJSER pl#) 所 能 得 到 的 最 好 的 最 式 方法 . 

5.2-8, BEAT MRAM. 在 前 节 中 我 们 已 经 撒 油 对 
给 定 的 任意 满足 pt1) 一 和 的 下 次 多 项 式 elih, ATA a 
这 求 得 一 个 多项式 o€f) 使 得 补 伴 算 于 至 消 为 下 二 1 阶 。 于 
是 我 们 就 得 到 了 与 给 定 的 pe 有 关 的 差分 算 子 的 最 大 阶 的 
一 个 下 界 。 现 在 提 弄 这 样 的 问题 , 即 遂 过 适当 选择 et) HS 
分 算 于 所 能 达到 的 阶 究 竟 比 万 十 1 增 大 多 少 . 


根据 我 们 安排 的 参数 个 数 ( 系 数 ee F a BRE I POEL 
及 所 要 满足 的 条 件 个 数 暗 示 2 能 达到 的 最 大 值 汐 2，。 这 个 
推测 的 正确 性 已 由 Dahlquist [1956] 证 明 . 但 是 ,这 个 结果 并 没 
有 什么 大 的 实际 意义 。 因为 现在 我 们 将 证 上 明 也 是 由 Dahlquist 
证 明 的 重要 结果 ， 即 任何 阶 靖 盖 大 十 2 的 算 子 必定 是 不 稳定 
的 .因此 满足 稳定 性 条 件 的 p(8) 所 能 达到 的 最 大 阶 3 44-2, 
而 且 即 使 如 此 也 愉 是 对 于 那些 受到 相当 限制 的 一 奖 多 项 式 
PCE) 才 有 可 能 . 
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为 了 证 明 这 4 结果 : 令 pt5) 是 适合 相 容 性 和 满足 稳定 性 
条 件 的 宅 项 式 "。 为 了 分 析 地 处 理 这 些 假 进 ,我 们 通过 线性 分 
aA TE $a 
一 - EL +- z 
z = Es gute (5-111) 
mi ETARE = xe tiy 这 个 变换 把 圆 1 <1 
BR TE Re z <0 0 的 半 平 面 上 , 把 181 一 1 BEANS LO 
C= 1 RAP z 一 0。 以 及 去 一 一 1 RB e—co ( 见 图 5.2), 
现 芷 我 们 和 涛 碟 用 以 下 荐 数 来 代替 窗 项 式 pC(5) Mi a(S) 
—z* 2 — s f z 
rd = (F e o (GE) 
(5-112} 
BPINERRoRMST RM. BeOARC =K- Lb H 
根 , 则 rw) 在 点 z 一 《ie 一 Tt 十 1 有 相同 重 数 的 要 .只 
是 加 一 一 1 除外 ,而 在 这 种 情形 下 , re 的 次 数 化 成 大 一 所 
次 。 申 于 6 1 oC) 的 一 个 单 根 ， 政 = 一 0 为 re 的 一 
TAR., TE 
rlz) = az tag +e - +ay_yz* :art, (5-113) 
其 中 a, 0, r 的 系数 都 是 实数 。 不 失 一 般 性 ,我 有 可 以 
假定 


a, =~ p, €5-114) 

因为 这 总 可 以 通过 一 个 适当 的 因子 乘 以 p(5) 来 实现 。 在 这 
Rik fF. ris) WARE RS Re 

ap = 0, a= l, 点， (5-115) 

这 可 以 通过 考 赛 多 项 式 r(x) ORR AMS SEB. 

用 zx, + iy, 表示 r(x) 的 很 ， 而 用 ar 表示 具有 最 大 下 和 标的 那 


D REMMI: 52) AMA 1. me = ity 
Php. 
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+P ES Fe Be. AY 
r(z) = a [| Ce — x1) [| Ce ry + hd, 
À ia 


(5-116) 
其 由 4 ESE ah. Te FERRER Eh. 由 稳定 
证 :区 所 有 根 ， x; SO. 于 是 由 展开 (5-116) AESA = 的 
各 窒 次 均 是 先 以 非 鱼 常数 .由 此 可 见 , +(x) 的 一 切 非 零 系 数 
Salis. BR, > 0, 从 而 它们 了 世 虱 古 正 的 ， 
WERIT A 


Pa) = (=y p (1+3) 


l -一 z 


= 一 rez) — SCs), (5-117) 


BK PCs) FE x = ORDA PRS AA pl) ES — 1 kh 
有 了 ?级 零 点 ,于 是 按 引 理 5.3, 这 仅 当 与 eC) Moll) BARB 
BATRA ep. Bib aT P ir ay 


GEJ, — By -二 b? + bz’ 了 十 baz’, (5-114) 
其 中 
te) bye + be” + e-k (5-119) 
| 1 十 = 
og ————— 
i~ -- 


由 于 sCe) 的 次 数 一 定 不 大 王 不 。 所 以 对 和 全 天 十 1 的 稳 
定 算 子 的 存在 性 要 视 bgn mT tte = bpa F 0 的 可 能 性 而 定 . 
为 了 研究 这 个 可 能 性 ,我 们 定 出 这 些 系 数 oS 


— = Co -+ gz" + Cys’ +o 14%, (5-120) 
log 一 一 三 


I— es 
对 > > k, 我 们 规定 a, 一 0, 便 得 到 
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Bp == Coils » 


by = faz, 
Pi = Cola E Cita H ete E caas GS-21) 
Birti 一 coaz+3a 十 Cala + - 
T cimaas, 一 2 
述 一 步 的 证 明 依 赖 员 于 《5-120) 确定 的 系数 cz 满足 
Cy <0, v= 152,68, (5-122) 


为 了 不 外 断 这 个 证 明 的 主要 思想 ， 我 们 暂时 不 证 明 这 个 
不 等 式 而 分 二 种 情形 来 讨论 . 
Ci) Æ & Wap. A CS-121),4 

Ört — Czy WT CgGpeg i, 
因为 a > 0,0, cE, AOL (5-122) 即 得 5441 < 0. FE 
我 们 证 明了 : 

定理 5.8. —-PHPRAHARHAREATOHMA Bot 
k+l. 
Ci) F A 20 BR M] 

Byer — Cang + Canga H rs F egaa 
鉴于 我 们 已 知道 的 cs Ma WS. ban 一 和 0 的 弃 分 和 必要 
aa VE WM a a = a = + 一 ox =O. 这 种 情形 当 且 仅 当 多 项 
A r Co) 满足 恒等式 rC 一 2) 一 — Ce), BY r(x) 为 奇数 时 
才能 上 成立， 家 于 + Ge) 不 能 有 实 部 为 正 的 根 , 所 以 这 个 恒等式 
限制 > Cs) 在 具有 人 负 实 部 的 根 上 。， 因 此 zx) 的 所 有 根 必须 位 
FEME., KEB e 的 所 有 根 位 于 181 一 1 上， 因为 
as = 0, PTRA rC) 的 次 数 是 均一 1 而 一 1 是 pf) 的 一 个 
HR. 7S RE (5-115), (5-122) Ri a, > 0, 以 及 

Čata = Cage, F Ceta 十 -十 ez 
ATE. RGM Rix A +2, 于 是 我 们 就 证 明了 : 
TSS, —PREA THR PR wR? 对 于 
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Pm 2 BH PREAH 2 OBR, A oC) 的 所 入 
AR At, 而 ok 是 由 (5-1137 确定 的 . 
满足 定理 5.9 条 件 的 算 子 就 称 为 最 佳 算 子 .。 定理 5.% 的 
证 明 提 供 了 一 些 关 于 最 佳 算 子 的 误差 常数 的 有 高 义 的 不 等 
A. B-10), 并 根据 5 一 1 = 22 + Ole), RINGS 
Pla) = 2 te ps? + Ot), 
wa P > k MR (5-119) 得 到 cpr 一 2*-°S,. 利用 
ofl) = 24s (0) = 2+5,, 
我 们 得 天 
C = &,/2?b&. (5-123) 
因为 一 个 最 佳 算 子 具有 产 一 大 十 2 因此， 利用 上 -121) 式 ， 
得 到 | 


Elga TH Cga ot Bb py ey 
c= Det ea, . 
再 利用 我 们 已 知 的 c 和 a, 的 符号 以 及 

fo “一 4, C4 = —2 

2 45 
全 得 到 不 等 式 
c< a —, (5-124) 
C < iepa. (5-125) 


”因为 crm <0, 所 以 (5-125) HIHA SEI k, (C) ARE 
wh. 
系数 co 的 数值 可 以 通过 递 推 关系 co 一 > 


Cc -+ a_a c =- 下 — E -+- r za 到 -+ = Ü 
ip i#-J ip —4 y l é > 


v = 1,2,- 
WAHR. 225.12 中 给 出 了 其 中 汪 些 数值 。 
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ae 5,12 (5-120) bays C 


我 们 还 必须 证 明 不 等 式 (5-122).。 BRYDKEERTE 
PE Kaluza (1928) 得 到 如 下 结果 的 推论 ,对 此 我 们 只 述 而 
WE”. 

引 理 5.4. & flr) -= > Aye 和 gfe) = > Byty 


A, Dv = 0,1,2,7), Aypi — Az >, 
AME f(a) g€e) 一 1 Ga 
B, <0 Gy = 1,25°++). 
对 于 一 六 的 通 数 ， 
f(z} 一 上 log 工 二 二 一 2 + Aggy A gh pe wee, 
7 l 一 x 3 5 
容易 证 明 它 满足 引 理 中 的 假设 条 件 , 因 此 对 系数 B, 一 ca 结 
Ye ERR. 
5.2-9, Bike RA, Bee Me ASD 
用 $55.2-7 中 的 方法 构造 多 项 式 oD 则 是 不 方便 的 。 下 面 介 
绍 构 造 最 佳 算 子 的 另 一 种 方法 ， 
ISH oC) 满足 定理 5.9 HB, MIS 士 1 相 
异 的 根 分 布 于 点 et, FH MECE 可 雇 表 示 成 
pCO) 一 ck 一 (一 2cos 和 十 二 
X(L — 2cos + O77 )-++, 
从 而 
PCE) 一 《一 DPC + ot 2), (5-126) 
1) 一 小 简 单 的 证 明 可 见 Amer. Math. Monthly, 66, 430, 1959. 
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其 中 卫 是 =k 一 1 次 多 项 式 . 若 + Ce SEHR, WH 5-118) 
所 确定 的 函数 :Cz) 是 两 个 奇 函 数 的 绞 积 在 .一 0 处 的 Taylor 
多 项 式 , 故 为 个 函数 ， 由 sz) = (e) 得 到 

(CE 一 Er 


或 
Bt 一 加 7 一 91 :大 (5-127) 
现在 用 归纳 法 很 容易 证 明 o (2) 可 以 表示 成 形式 
off) = toG + 6+ — 2), (5-128) 


其 中 为 一 个 oa 次 多 项 式 、，[ 我 们 在 C5-126) 和 (5-128) 中 


选择 变量 为 十 $87 一 2 而 不 用 十 $1:， 因 为 (5-58) 式 的 
Am Ye 对 应 于 台中 的 项 (2 + 0° 一 2)*]。 现在 
我 们 令 

ctot—2=-F, (5-129) 
AF 一 人 的 邻 域 内 的 任何 *， 与 上 一 工 的 邻 域内 的 两 个 慎 
‘AM. MATER HR. FART BRA 


c= ( ji+teeley 


BPA AR AD PY PR] A BY D RIE E RAE. $e 711i ct ve 
jE sO 时 ,平方 根 化 成 十 1 AG Sy SEE EM PAR CG). 
RRAS SC — p = 2+ sft 十 ad s% — 1 = ¢+0027), 
于 是 关系 式 (5-104》 就 等 价 于 


cf} +i 
< -一 PCs) — OC) 


tog {=s + ji+ie) 
2 4 
me Ctt Ee OGT), (5-130) 


2379. 


从 而 OCs") 5b A eRe Be 


ae ria 
Pe} 


w(t fre be) + La) 


= go + g + gett re (5-131) 
FO kBt Taylor 多 项 式 相等 。 央 为 ot1) = O00) — goo 所 以 我 
们 得 到 误差 常数 关系 式 


C = garal Go. {5-132} 
系数 qo 可 以 通过 多 项 式 
PÈ: = Py + Pot? +--+ + Peot (5-133) 


FPA RL 
O iria rla 
log (T+ + fi + 1p) 


一 Ry + Aa + kat 十 =.. 


(5-134) 


的 Taylor AHER RH. HRR 23 中 建立 的 递 推 基 系 ， 
容易 得 到 表 5.13 的 数值 . 


表 5.13 (5-134) 中 桑 娄 k, 


l. (让 多 一 2 的 最 佳 方法 。 由 于 pl) 一 如 一 1, 我们 
有 POY) 一 1, 因此 OC(2) 一 2 十 = P, Iie 是 与 (5-58) 式 


右边 的 差分 i 点 十 地 ABS AFA, FERI] Milne 方 
法 


' Zap « 


1 
Fats — Yn A ( 2f ots 十 3 Tiara t- 
2 


GD A= 4 的 最 一 般 的 蝴 侍 方法。 设 CO) 的 根 为 
ge +1, 8 = ett, 
RA 


KD = Ole 一 去) 化 _ acose + 4). 


因此 PCA) 一 4a + A, FEU A sin? 0 <I. rH 


log (bs + 1+ +e) 
2 4 
+ {4 — 24) 4 (— 5 +2) ea 
3 45 90 189 
我 们 得 到 
44 1 24° 
2 —si+ (24 4) a4 (4 - 
2) 3 3 45)°? 
wi i 
1512 72047 


对 于 1 一 1,C 逼 近 于 下 (5-125) 给 出 的 上 界 ee 
说 》 夺 一 5 的 一 个 特殊 最 佳 方 法 。 多 项 式 
PCE = t H M HE 
的 根 为 一 El, oH et, yoa et, 央 此 
PC = (t + È) (s+ 二 一 1) = P + 2+ 1), 
于 是 我 们 得 到 多 项 式 


20 134 286 
Pym 4 + et 44+ os 
a") 3 45 675 


- JE] = 


开 且 所 得 到 的 方 共 本 写成 
Yate 一 Fats F Yap 一 Vata 人 一 
134 236 l 


f 20 
om $ (+ 十 E Tifa 十 "45° vs 十 nas V ‘fats )- 
- 了 


5.3. 线性 多 步 方法 的 离散 误差 


5.3-1-。 特殊 情形 于 的 出 散人 误差 。 下 面 所 给 出 的 离散 误 
着 处 理 尽 可 能 与 单 步 方 突 建立 的 模型 一 致 、 不 过 ， 才 上 碟 到 闻 
是 的 复杂 性 ,我 们 可 以 通过 详细 研究 特殊 问题 
y = dy, ¥0)=!1 (5-135) 
来 着 手 讨论 。 EH AEAEE, 40. 这 里 所 
得 到 的 特殊 结果 在 理论 上 也 是 需要 的 
对 于 这 个 特殊 问题 (5-135), 相应 的 差分 方程 (5-58) 为 
EFnet 十 Ch 和 F tre E Fa 
一 ARB Yate T Brate E rte + Poe), (5S-136) 
这 是 常 系 数 线 竹 差分 方程 ， 它 可 以 用 §5.2-1 中 的 方法 有 求解 . 
其 特征 方程 汐 55) 一 6, 
ACL) = ali) — A holt), (5-137) 
这 里 PCE) FI oC lS) % (5-81) A eH Sl. ACS) 的 
根 o 035° -+ 都 是 互 异 的 ， 则 很 据 定 理 5.3, (5-136) 的 解 
可 以 写成 
点 
Ye m >) Aabi, (5-138) 


mmj 


其 中 4 为 适当 的 常数 .在 用 初始 条 件 确 定 这 些 靖 数 之 前 ,我 
们 来 建立 关于 根 CC 一 1 + ,不 ) 的 若干 性 质 . 
我 们 证 由 《5-58) 定义 的 方法 是 稳定 且 相 答 的 ;此 人 外 还 披 


s 202 + 


ESA eff) 和 fly 没有 公共 因子 ?，。 显然; 对 于 充分 小 的 
Ade, HAE, 到 近 于 多 项 式 eS) ARC. Cree de PRI 
个 .更 确切 地 说 ， 直 复 变 理论 的 定理 ?2 推 得 ， 对 于 充分 小 的 
a> 0, 存在 5 一 0, BM ORAS, HE Ol) — 0 He 
DE IE — Eaj = elu = 1.2,--°. ARR TR A 
pf 一 个 

KHR Ze FCC AP RBI, WE te 是 一 个 重 根 ,那么 可 以 证 
明 ， 和 所 个 还 近 于 它 的 根 SB a? 的 解析 了 芒 数 的 Pp 个 不 同 的 
mia P Maa AY? Boe, Bol) HOM, Pay 
A, h 0, MP PRAM. 

SOT RHE FATT ie. FRAT SR ER Caos be — ThE 
殊 的 名 称 。 按 稳 定性 假设 ,多 项 式 ell) 没有 檬 大 于 1 的 根 . 
DOR me PRA 1 的 根 ， brett Bik. bw ei 
用 Bbz" sbm 来 表示 。 特别 是 ， 我 们 可 令 i = 1, 根据 相 
容 性 条 忻 它 总 是 一 个 根 。 模 为 1 ER OAR E.R OC, 
DER. MRA RRA Emart r 则 称 为 非 本 性 根 . 

RNAAR OE, 作 一 些 量 的 说 明 . 对 遥 近 于 非 本 性 根 “。 
的 根 , 当 严 充 分 小 时 ,下 述 粕 糙 的 合计 式 

(Eal St, 天 一 和 十 1 -天 (5-139) 
是 成 立 的 :其 中 


¿= (1+ max TAD? lel <i, | (5-140) 
2 Fed ae 


ERRAZA 2, UAT AFR RET ee E A 
位 圈 内 的 一 个 贺 中 . 


DMA 


D $3.1 所 讨论 的 特 百 广 法, 都 是 满足 这 个 盘 设 的 ,从 而 由 $5.2-7 Tithe 
Th, oE MoS) 的 公共 因 于 可 以 消 掉 . AAE E NAE 
方法 的 误差 常数 . 

2) A#m- Ahlfors [1953], p.107, se RH 11, 


= 243 + 


撒 据 上 述 ， 通 近 于 本 性 根 的 根 为 站 的 解析 施 数 ， 我 们 起 
通过 它们 以 为 宏 次 的 展开 式 来 确定 其 线性 项 ， 出 待定 素数 
法 ,我 们 得 到 

En Eull + MA + OY), pm l,m, 
{5-141} 
其 中 
wa bw) _ 
te ela) (5-142) 

常数 a. 只 依 事 于 方法 而 不 依 如 于 所 要 积分 的 微分 方程 . 
我 们 把 这 些 44 称 之 为 增长 参数 , 其 原因 在 后 和 面 可 以 着 到 。 由 
相 容 性 ,我 们 注意 到 

(1 _ 
一 eeni = 1, (5-143) 

我 们 感 兴趣 的 是 在 sh — r RRRA F. AO 
An — co 时 on AU MATT PEA. FER By 

Ch 十 udh + OCHD” = exp[ xh log (1 + Ardh + OCF] 
= expl xá (iA + OCKO] 
一 exp(isdx) + OCA) 
Cth By 0038 — Bich a] B13), Ep 一 en, D 


Ch me epuf etat 十 OCA], ->0. (5~144) 
特别 是 ,因为 a i, À; m 1, 所 以 
E? = eA + OCA). (5-145) 


ERA TA A ae EE RAS OCD. 我 们 
从 计算 é 的 一 个 更 好 的 近似 值 善 手 著 起。 由 关系 式 (5-141) 
得 E 一 etr, 
Ripe >i h = OSA NITT 一 OC). FEA(5-137)}, 
就 得 到 
plet) + p'(e*)¥ + OC) — AAale**) 十 Dary = 9, 
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我 科 利 用 在 (5-597 中 由 Ye = et 代 人 后 得 到 的 关系 式 
elet*) — hdaolet*) = Cn, CAA PR + OLCAY), 
(5-146) 
于 是 就 有 
PEA)T = —C pL AAYE + OCAr) + OCP), 
Fo Al FA plet = pP O+ OCA), _ 
cm —C(AAY™ + OCR), 1 
sists C 是 由 (5-93) 确定 的 误 甘 常数. 以 而 
E, = eA ~ CARY HC + OCH]. 《5-147》 
+ F A> 0, nh — x, TE 
fe =m eo 4470] — rA 42 C + OCR]. (5-148) 
这 就 是 我 们 所 要 的 (5-145) 更 为 精确 的 表达 式 ， 
现在 我 们 假设 已 经 给 定 了 值 yoo Fist ?xi 来 确定 《3 一 
138) 中 的 Aa. 为 方便 起 见 , 我 们 把 这 些 初 始 条 件 写 成 
Ya — ES + Say pi 一 [ls 天 一 1。，【〔《5-1349) 
W 4, ARR RY 
Ait + AG t 十 二 = Ef + Ba, 
一 0:1: "k — i. (5-150) 
这 组 基于 大 个 未 知 量 A, ,A 的 线 姓 方程 可 以 按 下 看 
的 方法 求解 。 对 于 vy 一 1.2,… -大 ,定义 和 项 式 
Bley ~ 26S) 


— Daye + Gays + "十 让 
— ay 
(5-151) 
因为 ACE) = 0, wm 1,-++.ks 所 以 有 
vm gp, 
pi bn 5-152 
pa) 一 15 (Eu) r =H. ( 52) 


用 an REE AHE (5-150), i, HAA 5-152), 我 们 
得 到 _ 


.站 7B5 >» 


4,6 CE.) = CED + A,, (5-153) 
其 中 
As = pð 十 Ës 十 :十 应- 1 让 1。 
因为 对 正和 关 0 时 :, 考 起 到 CO, 是 单 报 , 所 以 fi) ~ 0. Mi 


4A,= 1+ Ax, 
Ce (5-154) 
7 A, = = > wim 240k, : 
here) 
当 上 一 0 时 ,我 们 有 A, = A, + 0(86), 其 中 
一 Inoax| 人 |， 
并 县 
A do 二 ad, 十 十 Cy tl C5-155) 
这 里 
apo + am + + tt Pe) (5-156) 


ta 一 Er 
因为 PCED 一 pP (ËS — Aho lË, Bt, EA e Ee, M 
mt = 1 (P) F O -1 
pe.) Gi pe — or OCA). 
Kim, A P= 1, Wace.) 一 of.) + O14); Beri, W 
BCE.) =r: OCA YP), 
ee RRB ES 


.一 [1 十 MD + OC4 5)】 etl — xd? UCkH + OCAPt*)] 


+ > (sats 十 OCA BJ) Pa etud + OLCAY] 


+ Bau DERNE, 
Fy ae > 0 pE A EER, 因此 我 们 最 终 得 到 关于 
误差 os 一 Ya ee, 内 保留 +O Me HBX 


» 296 = 


ARINI 


ta = — CA Pre "h? + OCA YY + S Ap ef Pret at* 
=i Ø (On) : 
十 OCAS), {5-157} 

这 个 公式 表明 离散 误差 实质 上 由 两 部 分 组 成 。 第 一 部 分 
Hy (5-157) 中 包含 C0 的 那 项 表示 : 称 之 为 真正 的 离散 误差 . 它 
PFO Ce A & Br e oe A 
中 的 离散 误差 。 这 个 误差 为 * ET EAs 此 外 还 具有 延迟 
趋向 于 该 极限 过 程 的 特性 .第 二 部 分 由 K5-157) 中 的 和 表示 ， 
它 的 入 在 性 是 由 于 3 去 0 造成 的 ,从 而 可 了 蓉 称 之 汐 开 始 误差 ， 
这 个 误差 在 性 质 上 比 走 正 的 离散 误差 更 复杂 ,需要 凡人 个 注释 ， 

G) 训 果 上 一 0 时 3 一 0， 册 开始 误差 当天 一 0 时 显然 
IAT. 下 于 妆 上 一 0 时 户 正 的 离散 误差 也 趋 于 零 ， 这 就 表 
有 明 一 个 站 容 和 稳定 的 多 步 方 法 对 所 考虑 的 特殊 答 分 方程 是 收 
AWIE 55.2-3 2 MARRS ED. 

CGD WRA E A AH, Bi, A Yam efa, p= 40,7 
latt, Å — 1, MIH (5-147), 

8p = eta — CF = CCARY)T + OCT, 

Fit WR AA 0 H eae > 0, BRAG KO. 内 而 开始 误差 不 
YS. ADEM RA ? +1, 即 , 比 真正 的 离散 误差 小 一 个 
HR. 

Gi) WE m = 1, B, WREE p057 的 礁 一 的 本 性 
A, M (5-157) 中 的 和 就 化 为 它 的 第 一 项 .此 时 开始 误差 与 
ARIE A. 以 而 让 开始 值 稍 有 误差 的 情况 下 ， 用 多 步 方 
社 和 用 单 步 方 祷 的 结 困 是 类 似 的 ， 

Civ) MR m > 1, Hao 0, WY (5-157) 的 和 中 就 出 现 
了 其 它 的 项 。 这 些 项 可 也 称 为 带 有 与 le *| BEE AIA BY 
PASICAT IAF ere, pe 0), 如 果 Re 2,4 a Re A, 则 这 
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uss feo) SHE GE oe 比较 是 不 明显 的 。 伺 是 ,如果 对 茶 些 ma 
Re la A > 了 ed 那么 这 些 振动 对 一 个 国定 的 有 .来 席 , 与 所 要 
的 精确 解 2“* 比较 将 会 蝴 着 * 的 增加 而 案 大 ， 从 而 使 计算 出 
来 的 值 ys 变 得 无 意义 , 例如 ,车 4 二 0 并 且 增 长 参数 中 有 一 
个 是 和 负 的 ,就 会 出 现 这 种 情 帝 .一 茹 其 有 帮 个 本 性 根 的 常用 
方法 都 有 一 些 负 的 增长 参数 ?。 作为 一 个 例子 ， 我 们 引用 中 
点 法 则 ys+ 一 加 -一 28f[(5-25)7 式 ,gg 一 0 的 情形 ]。 这 
里 我 们 有 三 一 一 1，h 一 一 1。 如 果 所 要 积分 的 微分 方程 是 


‘= —y, A è = 0, Wl (5-157) 2,8 T BF 二 hire? 


BAERS BORS, RE fa A M et A Coly e 的 线性 
组 合 的 开始 误差 。 第 一 项 并 不 危险 ， 然 而 第 二 项 相对 于 精确 
Wine BU e* PPR. 从 而 对 充分 大 的 上 值 ，》ye 的 数 
值 受 到 破坏 . 

表 5-14 th, 我 们 给 出 了 用 步 长 一 0.1 计算 的 数值 ， 吕 
然 具 给 出 了 五 位 小 数 ， 但 是 这 些 数 值 都 是 以 十 位 小 数 米 计算 
的 ， 且 开始 值 yy 一 a。 “精确 到 十 位 小 数 ， 误 差 的 振动 性 态 一 
开始 就 是 明显 的 ， 并 有 立刻 呈现 出 使 得 数值 无 北 的 值 ， 汐 了 
比较 起 罗 , 还 给 出 了 用 二 阶 Adams-Bashforth ARE SAU 
E. 对 于 这 个 方法 ， 因 汶 m = 1, 所 以 我 们 指望 在 误 闫 中 没 
eB Ra. iO BURRS PES BIE E. 

对 于 Milne 公式 (5-33), 我 们 得 到 

u=, = — L, 
， 3 

Aie ELARA rp RRRS ce 和 (一 1yre**. E 


1) Æ §5.4-6 ch Re HH tt ae ES + OFC §5.2-8) 对 应 于 8 = ~ Lae 
<3 BE oh +: 
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5.14 
中 点 尘 则 Adams-Bashforrh 


J 


an | Fr fn Yu Ow 

0.0 | 1.00000 0.00000 1.00000 0.00000 
0.1 | 0.90484 0.09000 0.90484 0.00000 
0.2 0.81903 0.00030 0.81911 0.00038 
0.3 0.74103 0.00022 0.74149 6.00070 
0.4 0.67083 0.00051 0.67122 0.00090 
3.0 0.05152 0.00173 | 0.05043 0.00064 
3.1 6.04363 — 0.00142 0.04564 0.66060 
3.2 0.04280 0.00204 0.04132 0.00056 
3.3 0.03507 一 0.00181 0.03740 0.00052 
3.4 0.03578 0.00241 0.03386 0.00049 
5.0 0.01803 0.01129 0.00688 0.00015 
3.1 — 0.00775 — 0.01385 0.00623 0.00014 
3.2 0.01958 0.01406 0.00564 0.00012 
5.3 — 0.1166 — 9.01665 0.00511 0.00011 
5.4 0.02191 0.01739 0.00462 0.00011 


次 额外 Sy SE IS RR A MS AS, Gk PR Ey fe ee E 
Re RoE. : 

ez 中 的 振动 成 分 相对 于 精确 解 增 长 的 现象 通常 称 为 数值 
不 稳定 。 这 个 不 稳定 和 $5.2-4 中 讨论 的 不 稳定 不 是 同 一 类 


AH. 那个 稳定 性 与 eC) 的 根 模 超过 1 有 关 。 具有 这 个 

性 质 的 方法 是 发 散 的 。 如 果 某 个 与 本 性 根 关 1 有 关 的 增长 参 
数 是 负 的 以 及 所 要 的 解 指数 地 减少 ,那么 ,在 目前 这 --- 季 中 所 
时 论 的 现象 就 会 在 - -个 收 语 方法 中 出 现 . 我 们 称 这 种 现象 为 
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器 稳定 或 条 件 稳定 。* 二 1 的 用 化 方法 不 会 出 现 弱 稳定 ， 征 
之 为 强 稳 定 ， 

上 面 的 讨论 虽然 只 是 对 特殊 的 单个 微分 方程 进行 的 ， 但 
基 这 些 结 论 也 定性 地 适用 于 一 般 和 的 初 什 问题。 在 倒 人 人 误 荐 的 
讨论 中 , 颖 稳定 和 强 稳定 方法 之 间 的 区 分 也 是 主要 的 ， 

5.3-2. AS. VRS, SRR SARS E 
450 $80 33 RS eR SHB EM (5-157) 的 公 
To FE FR TTR, 这 个 工作 并 不 象 对 单 步 法 那样 简单 ,并 
ABBAS OHMS. AHSAN ATS eat 
引 理 在 以 后 章节 中 将 反复 用 到 。 第 一 个 引 理 是 因为 第 二 个 引 
理 列 公式 和 证 明 的 需要 . 

引 理 5.5. AZMA off) 一 abt tay itt) 十 -十 em 
MERER HORM > 一 0,1,2,--*) H 

1 


确定 ,那么 


一 ye + y + it? + -r= 


(5-158) 


F= sup |y:| <0, 
Pow, lyr 


证 ， BOR OCS) = agg iid + ++ He kt 一 

那么 ACS) 的 根 是 oD) 的 根 的 倒数 . 因为 of) 没有 在 
|e, =1 
SpeSA AR. BT I/A ic) <1 Ameer. maa 
plt} HIH fis Gant taim 在 | — 1 上 都 是 单 根 .所 以 
[B82] Æ fg) —1 

EEE RE M BR TAU FF PEK 41, Aan dans ERE 
BACT) 


As o ‘a‘ n A in 
fe) KE Se E — bm 


+ 29) > 


对 于 15| <1 Rea. 根据 Cauchy hitt CH Aifon 
£1953], p.98) FCE) Æ E = 0 Mba Taylor RAR RAE A 


界 的 。 由 于 每 一 项 4,/C0 En RAR AREA A 
的 ;从 而 引 理 得 证 ， 


我 们 需要 恒等式 
Oey 十 ey tt 二 
1, 一 0。 
= -160 
lo, so (5-160) 
其 中 假定 7 二 0 时 , x, = 0. AAE 
ck -H arah +e + he 


BELA (5-158) 式 的 两 边 ， 然 后 比较 由 此 得 到 的 以 为 大 次 的 
展开 式 的 系数 来 完成 的 ， 
下 面 的 引 理 与 非 齐 次 线性 差分 方程 


Ohm 十 pike ead TR ttt ttn 
= A 十 fe oe | tere + Boum Bin t + on 
(5-161) 
解 的 增长 有 关 . 


DiR 5.6. 令 多 项 式 oE = ekt + +++ + oy ER ES SE 
HERH S BPR AMAR. ee 
Basel E [Eral 十 … + 18.1 = B*, 
Aral E 8o lAl SA, 2=0,1,2,---,N. (5-162) 
LEOA < leje, 则 (5-161) 的 每 一 个 解 当 


EE 一 1 太一 1 (5-163) 
Est 7 TE . 
tas! Kee", s = 0,1l, ---N, (5-164) 
其 中 
L" = T*R*, KR = T*(NA + AZK), (€5-105) 
A — Nag) + laaal eee H lool r" = —-—+ 


L — klej TET 


eo] = 


和 证- RPE = 0, ean — k, A yi EIAM om = nkt 
a 7 B (5-161) HEMRA E., R Sa MEAR 
RITE 
Sa == Coty T aeaea tt E tn To 
+ Corseni 十 pee 十 E atanga dyra te 
+ Cape, F apapa H ore eta rae. 
重新 整理 后 ,得 
Sa = pY ozn t Cony, E kana 二 
+ Carag 十 rafa F >te tor nak) BE 
+ (Oey 二 -十 0 人 2 二 1 站 下 1 十 
F Yagi 
H (5-160), ERAEN 
Sa = 2, + (pat nk + +--+ oF nati) Ek~i a 
F toy seo (5-166) 
右边 求 和 ,我 们 得 到 
Sa = ALBxm— aot CBee kV 0 十 Pinok) Eaa 十 
二 (Bo rTo 
二 Aniro F Antari 十 十 doy pte (5-167) 
RE (5-116) AI (5-167) 相等 ,利用 (5-162) 40 (5-163) 求 得 


wee. 
ten) < Ap lar h len] + Ar B* >) lan} + NPA + ATZK, 
m= Ü 
SY lan | RR, RAT 
m— 1 
le.) SAL” D) |en] + K*, (5-168) 
m= 0 


Hop L* 和 KK* 由 (5-165) 给 定 . 现在 我 们 用 归纳 法 进行 . 
因 蜀 :条 之 11， 从 而 天 * > Z, 拓 计 式 
lan] < K*C1 + &L*>™ (5-169) 
Af m = 0,1,---, &— 1 REA, im = 0,1,-++38 — 3 
» FOF » 


k o 
lz i <AL*K* LE nett Kt = K*O + ALY, 


凑 此 关系 式 (5-169) H} m = n 是 成 立 的 ,从 而 对 于 
m= 0,1,.…-,N 
普遍 成 立 。 利用 1 十 AL* < 之 ern 全 得 引 理 的 结论 . 

在 以 后 应 用 引 理 5.6 iy, PER A, Z PONG AK MT A. 
重要 的 是 记 住 了 了, 4 AURERE BOA T B* Me AEA ER 
RIT 4 AS. 

5.3-3. eA — PRS RE. 本 节 我 们 将 要 证 明 ; 在 
§5.2-4 #1 §5.2-6 中 得 到 的 稳定 性 和 相 容 性 的 条 件 不 仅 是 钱 
性 移 步 方 共 收 癌 的 必要 条 件 , 而 且 也 是 收效 的 充分 条 和 件 . 

定理 5.10. 一 个 稳定 昌 相 容 的 线性 多 步 方 法 是 收 合 的 . 

WE. BER xy) 满足 存在 性 定理 1.1 中 的 条 件 ; 文 
设 ? 是 一 个 尾音 常数 .我 们 以 YY(x) 表 示 初 值 问 题 

7 = fey), Yad =g 
的 解 。 而 设 ye == 0,1,2,---) SAAS 
Ya 一 ahd Cam 0,1,°--,4 — 1} 
所 确定 的 差分 方程 (5-58) 的 解 。 令 
了 sk) 一 imax ints) — yla + wh)|, (5-170) 
FFE 
lim &( 4 ) = f}, 5-171) 
Me 114 DEAS FET xe lat], 
lim Ya = YL), 


RPR iE LEen) All, FO 2 aR (5-87)》 
Bre MPSA. RHA ik fey) 是 可 微 的 , 从 而 导 
By" Ca), yx) 未 必 存 在 。 因此 不 能 采用 55.2-5 的 方 


=- 793 + 


砖 。 忆 是 我 们 可 馆 按 下 面 的 步 又 来 处 理 ， 

函数 y OD 一 fle, yD EAR Al Le. b] 上 是 连续 的 . 
Wesel, RLS 

X(s) = max |Get) — y) 
eTe lad) 
StF p = 0,1,2.-°-.45 RITAS R 
Crm) = p(xm) 十 DONC th) a 
其 中 18,| = 1, 醒 且 因为 Vlere) 一 ytxm) + why (ow), 其 中 
Bi Soy E Xma 我 们 有 
yrmin) = Wm) + hl Y Cem) + noXKpet) 

这 里 |N = t. Arn 


LIYE) A] = Coy toy 十 十 ay) YM em) 
+ Ca, + 203 + ote ob hap )V'C xm JA 
十 a’C lay, | 十 Z | omz1 ate Rl cos | XCRA JA 


— Ço + Bit -rt tH Bay Cen Dh 
eb — OC\ Bol +--+ 十 Bil DZ 下) 
loi <1, 19| <1. BTE E RIAR MA, 
Gy boat +++ tay, =O, 
w, t 2a, kr +e + koa, — fo — fr — 7 oa = 因此 
[LU ¢Cen sal | < KXCRADA, (5-172) 
其 中 


K 一 | cer} + 2 | ats | 二 ts + kla,| + | Bo! 十: 十 \g,!. 
现在 我 们 从 值 yw BSE TB REY SR ARK 
tamt Vm ALB rkm+k ne Bof m3 =U 
中 减 去 Loy Can 3A). 记 em = Ym — PCa), m= 01， 
并 令 
[EPEn Ym? — flrms¥Ctm jemo em Ds 
Bm lo, tm = 95 
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得 到 
Gremirt 十 十 cem — birgmiicmta HE Batt } 
— GK XChA)A, 
其 中 16%1 <1, 由 于 Lipschitz REE, les! € L,m —0,1, 
Zatte, Fue RT Me, = tms z = OCA), Am K XCRADA, 
N= (x, — a), B* = BL, 其 中 
B = |f} + |&| +--+: + eels 

便 可 应 用 引 理 5.6。 由 此 得 到 

lee] S TILASA) + Crn — a) KXCRA)I 


x expl x, — a)LI*B], €5-173} 
其 中 
A [ool + la] + --> + ie,|, 
Pt on P (5-174) 


1 一 Alarh E" 
A yO E lesb] 上 一 臻 连续 :所 以 当 关 -0 时 ， 
XCRA) 一 > 站。 

Serb (5-170) 可知， 上面 es 的 界 对 于 任何 x,€ fa, 5], B 
着 天 一 0 而 趋向 等 。 这 就 证 明了 所 要 的 结果 。 

我 们 注 伟 到 ,如 果 收 敲 性 按 适 当 的 方法 定义 ,那么 上 述 证 
明 只 要 作 一 些 变 化 ,鲁能 适用 于 > EBLE Kx, y) HS 
的 情形 。 在 这 种 情况 下 ， 不 必 假 定 ptt) 和 ol5) 的 系数 是 实 
AJRON, DIE 5.5 和 5.6 倘若 没有 这 个 假设 也 是 成 立 的 . 

5.3-4. 基于 离散 误差 的 一 个 改进 的 先 验 界 。 界 (5-173】) 
一 般 来 说 是 很 相 糙 的 :而 旦 :如果 真正 的 和 解 是 充分 光滑 的 ， 那 
委 便 不 能 显示 出 所 期 望 的 累积 离散 误差 的 真正 量 级 ， LA Pp 3% 
ARE St AT (5-87) 的 阶 ， 又 假定 精确 解 YCx) 在 [a,8] 上 有 
p 十 工 阶 连续 导数 ,并 令 

一 man [y7 OC]. (5-175) 
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我 们 将 证 明 对 于 充分 精确 的 开始 值 标 积 离 葡 误 差 的 阶 为 瑟 ， 
为 此 需要 于 面 的 引 理 ， 

引 理 8$.7， 设 工 [7fz735] Airt > 0 的 差分 算 子 ， 由 在 
在 一 个 只 依 球 于 工 的 常数 G > 0, 使 得 对 所 有 在 Laos él LA 
有 十 1 阶 连 续 导 数 的 妙 数 v(x) 都 有 

1 五 [和 [| YT or 
(5-176) 

Æ. FA $5.1-3 和 $5.1-4 的 结果 推出 ， 对 许多 特殊 的 差 
分 算 子 一 一 即 与 Adams 方法 ，Miine 方法 ， 以 及 建立 在 微分 
法 基 正 上 有 关 效 那些 方法 我 们 可 以 写 为 

LEPC A] = APM Cy y PRCE), (5-177) 
其 四 Cpr FH §5.2-5 MMA. mM i HEAK r,r 十 站 内 一 个 适 
当 的 数 . 我 们 把 《5-1772 BED MAR. OR Pe 
定理 成 并 ;那么 令 G 一 1Corl 即 得 (5-176)， 和 但 是 对 任意 算 
子 《5-87)。， 并 没有 证 明 广 中 值 定理 成 立 。 由 Cpa 的 定义 ， 
我 们 有 

LEY CEA] DC + OCA? *), 

mds ee SD ANSE REM (5-176), REAA (5-176) 并 未 老虎 到 
项 OCA? **), 

引 理 5.7 的 证 明 。 在 一 般 情 况 下 惰 的 表达 式 可 以 利用 余 
项 为 积分 形式 的 Taylor HSE. 如果 yE Ceh 内 有 
2 十 1 阶 连 续 导 数 ， 且 < 与 了 在 fs, 4) AK, ARIA CH 
Taylor [1955 9, p.112) 


VE) = ye) 十 (一 zz Hee ETE yy 
qi 
十 工 人 C¥ 一 Ar) de, 
qt “= 
& x — g 十 HAli = l, Zy“ . *,&), 把 这 个 公式 应 用 于 PLEDE 
-296 + 


ree) SRG a m a t hs, RIER 
yx + wh) ww see p APT [eee yO se + Asdds, 
i F! 


ae T ua 
Jr gh) vee hae |e yeta + hs)ds, 
"(Po 1) 


Epia ARREA SA POMS. 如 果 秆 子 LLy(x);8] 
4’ Br. df H 05-87) 右 端 的 每 一 项 都 能 用 上 面 和 的 表达 式 之 一 - 
来 代替 ,那么 根据 了 的 定 久 ;这些 由 成 表示 的 项 表 消 和 兴 了 ， 鼎 


FIAT Le BS 


LivGeik) = AH i GYPI a 十 heyads. 


(3-178) 
RA GO) RY Liv ;#1 的 积分 表达 式 的 核 。 它 在 每 个 区 
Hi [ese 十 11908 一 上 0, 1; 万 一 17 中 由 不 同 的 解析 表达 式 


来 表示 ，。 对 于 s& [一 1,41, 我 们 有 


GCs) = a, > a ay — By (i sy" 一 
(p — 1)? 
BAF selaa DC 0, lst- — 2), 


G(s) = m E + oy 4 ator, 


zt 
G +i s)? CA — 5 )?™ 
+ oa, 2b - Fe A 
pi Tp 
一 8 Cue t 1 — sy! 
”人 《一 1 


容易 得 到 
\LE ve) 54)]] <= Aen | LCs)! ly? DC + chee. 
取 


Gal iewles, 


= 297 >» 


使 得 (05-1767 式 . 
现在 我 们 准备 解雇 在 本 节 开 头 所 提出 的 问题 . 为 了 后 面 
的 应 用 , 我 们 不 假设 序列 {yn} 基 莽 分 方程 C5-58) 的 精确 解 ， 
Hi ive} BPN DRE 
FE tt bee a AL Balmtat -Bofm} 
一 nK 47, m= 0,1,2,--°, | (5-179) 
其 中 K, Aig SBE. 16,11, 这 样 我 们 就 可 以 证 
BA: 
SSL. CLM, A l fer |L < l,r, Ele, 
6}, Wy 
jesl ST*LASK + Cx, — a} KAT + GYA?)) 
x exp[(x, — a)LI*B], (5-180) 
其 中 8 是 由 《5-1707 所 确定 的 最 大 开始 误差 MaA T H 
(5-174) 给 出 。 . 
这 个 证 明 是 定理 5.10 证 明 的 简化 形式 . 由 《5-179) 7È 
ie Lyre], 我 们 得 到 
age mee 十 -二 otm — Bigmtricm+h 十 "十 Bogmenm】 
— 6.1 Katt! 4+ GYA], m = 0,1,232,77; 
rh |6,.) <i. 根据 这 个 估计 式 ， 再 应 用 引 理 5.6 即 得 (5- 
180). 
EDEA (5-180) +43 7S RR SIRES KE 
i} RBUREWE, Ul 4 8 K 表示 开始 误差 的 影响 ， 它 实质 
EAR AR, 包含 RK 和 GY 的 项 表示 由 局 部 不 精确 
以 及 离散 化 所 产生 的 误差 . 这 些 误差 都 放大 了 Br t 
数 . 
建议 读者 对 于 某 些 特殊 方法 《 见 问题 31) 确定 (5-180) 
中 出 现 的 常数 4, B, G 和 T* WRU. BR, APR 
些 方 法 ,如果 常数 Bi 大 且 有 交错 符号 (例如 Adams AHA). OB 
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ATR B RAK MAHER. BETA 
证 明 ,对 于 所 有 建立 在 数值 积分 基础 上 的 方法 了 一 1. 因为 
这 样 的 一 些 方 菠 ，pft — Ok — lee, El sg HE 
所 上 一 1 一 如， 而 
1 _ 1 
act) 1 一 总 
Mitte) <1, SFRAHERNA 6, = 0, 因此 TT* =r. 
我 们 不 加 证 明 地 报 出 ,定理 511 的 误差 界 也 适 用 于 > 和 
(=z FORBES. 在 这 种 情况 下 ， 多 项 式 Plk) 和 lE 
5.3-5. $ RR Z HAGL S. 现在 我 们 来 研究 对 于 国定 
Hee, 当 # 一 0 时 ,误差 en MIRA. LARA 
出 ,在 放宽 条 性 的 情况 下 , AOR, ew — 0 为 了 获得 其 
坚 更 有 意义 的 结果 ， 我 们 必须 通过 适当 的 天 负 千 次 的 放大 来 
Gwe, 辐 样 ， 为 了 得 到 适 定 的 结果 , 必须 符合 一 定 的 开始 
过 程 。 我 们 假定 开始 值 以 及 由 此 产生 的 开始 误差 都 是 站 的 充 
分 可 答 的 已 知 明 数 . 我们 可 令 
£u = alh) 2 = 0,1,°--,k — 1, 
FORE 4 为 使 得 
Su — OLAT), a Òl; k) (5-181) 
成 立 的 最 大 整数 . Rig Si Chin, MRM AT SAEs 
H MEA g = 00), 此 外 , RATE vO PODER, KA 
函数 v(x) 一 (xs YO) 在 Ea, b) 上 是 连续 可 微 的 。 最 后 ， 
我 们 假设 着 分 方程 5-58) 是 精确 满足 的 ， 从 而 (5-180) 中 
K = 0. 这样, 由 定理 5.11 HEA en = OC, AE 
r= min(p,g), + 21. 
我 们 再 一 次 从 半分 方程 (5-58) 减 去 相应 的 v(x) 满足 的 
FA, SHARDA R = Cpap tC ahh + OCA"), 利用 


一 i 二 CC 
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Ptas Yn) — Hans YEr) = gaen + OCF), 
其 中 ”gs = lew), ele) 一 六 (xyyfz)。 我 们 得 到 
penta 十 CAK-ier+kL 十 E teen ™ ALB zea ktate 十 
十 Bonen + OCA IE — Cpu an a? + OCR, 
Pe AT RR See, Ae, 我 们 得 方程 
Arare E raataa 二 + apts = AL Bev er Ko” 
十 BognEsu 一 Cpp YPT Cr Rt + OCA) (5-182) 
CRAT 2a r+1, 2a p+2—-r), 这 个 方程 必须 在 
初始 人 条 忻 
Ea m ATOA) = 6,04), 0 1 -A l 
(5-183) 
下 来 求解 . 
我 们 把 解 的 形式 表示 成 EL + a8, Hoh el RRR Ss 
值 的 方程 (5-182) AE eS 为 对 应 的 齐 次 方程 
Ent = AL @igntnZath en SognE nt 
(5-184) 
满足 初始 条 件 (5-183) 的 解 ， 

我 们 先 来 确定 el. 分 两 种 情形 讨论 . Be> *。 则 我 们 
a MASNE 5.6, Bez, = Fh, Z |m 0, N 一 (5 一 上 7 大， 有 om 一 
Bugm+ns 并 用 一 个 适当 的 常数 KA KP, 于 是 便 得 

ef = OCR), 

Apam r, 即 开 始 误差 不 大 于 截断 误 笑 , 则 可 以 得 到 更 有 
MMWR. 因为 x?*Ce) 在 [as5] 上 有 连续 导数 ,所 以 我 
WETS 

C pr ¥ P x) = CL Bay? Cx, gd +- 
E BrP aen) + OCF), 


L) ga PRET ee AG O85 .3-4 hh R. 
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FE rH C = Cpn/ On + ++ + Bo) Fe A $ 5.2-5 Br if Fe AY ik 
wR. Tit (5-182) oS REA = 的 上 标 ) 
Fn E te a ten = ALE Mat Fate — CPT © Pree Bi 
aoe + BL¥,e, — CYP PCr] + OCH), 
假如 用 乓 讨论 的 多 步 方 法 解 初 值 癌 题 
e'l = gle veCx3— Cy? ted, eCa) = 0, (5-185) 
GS SU RE E A OCA) 项 1]. 开始 值 = 0 与 对 应 
的 值 eGo 至 多 相差 Dt4)。 把 定理 5.11 应 用 于 现在 和 的 各 
题 ;得 到 
ER = e(x,) + OCh), (5-186) 
dtkb etx) FA (5-185) 所 确定 . 
SUSE eae. 我 们 拒 这 个 解 表 示 为 
EE 一 5 Apes (3-187) 


其 中 序列 peP Hea = 1,°--.2) BaP a RR SE SEM 
的 齐 次 方程 55-184) 在 = 一 0 处 的 基本 解 组 . 考察 微分 方程 
z'a) = gelo. WRAPS RH eee, BARB 
tt Hs RES ODE 
Oring h Thott H dots = Agel Erat 十 … 1 Borah. 
. to (5-188) 
mR ee 0, 且 设 五 充分 小 但 不 为 零 ， 那 么 该 差分 方程 
具有 形式 为 C2 OMA eS, TK oe 一 1 天) 是 方 
程 
PLE) — golt) = 0 (5-189) 
的 根 。 FER abi PT. RTI FRE 


P am fy +» = G,1,---, k — ljg = 1,---,Å 


来 确定 解 el? 


+ 二 


OK g = 0, Se DR ASIA off) AES RETR, 
由 差分 方程 (5-188) 有 :个 和 解 。 UR eae 一 1,2,.'**,s) 是 
由 定理 5.3 的 构造 所 给 出 的 基本 组 ( 若 oD) ASHES KM, 
它 可 含有 如 nf" * 的 解 ); 则 我 们 用 由 
l, n= ix— ss—1， 
0， ZAR EAE 
所 确定 的 序列 Led} Ce — 6 +e + ASE RR FERS e CHR. 显 
然 ; 当 # poh, Eilts (5-188) eH Ae 


PTFE 电 tha 


zh = 


zDD 
gloat. gO, 
的 行列 式 不 为 零 . 现在 我 们 就 用 
ci 一 
(5-191) 
来 确定 解 eP, 

无 论 e=0 与 否 , 都 可 以 由 ”一 0 处 的 基本 组 确定 解 < 六 。 
虽然 它们 以 后 可 能 会 变 为 有 关 CAA RNA RIA 2 > o 
gr 7 0), 但 是 由 于 定理 5.1.27 能 够 用 45-187) 的 形式 来 表 
示 。 同样 ,如 果 我 们 用 所 ,表示 (5-1897 的 那些 根 ， 它 
们 通 近 于 el) APES, = 1,0..-+-.o,. 那么 我 们 总 有 

epe 一 1 
(5-192) 
fH $ 5.3-1 ALERT EK Ae, 11| 二 1, 使 得 对 所 有 充分 小 的 
Ais» 
lee? | <i Ket, wom m + 15°++,k3 n = 1,2,--°, 
(5-193) 
TE: ASE Ve? TUE R.A a= 


+ 402 + 


a> ms, 它们 类 似 于 (5-193) 那样 迅速 大 减 . 
对 于 pg 5-184)》 和 
(5-192) Bf? 满足 
fee = purba = 1 + OCA), v= O,44°-° — 1, 


(5-194) 
BOP PfP 一 MEP goed weet or RO gate ts 
n= 0,1,-- “(5-195) 
其 中 
(nk zaa (oy 一 = al 
ark -++ -+ a$ pleint) SE ot), (5-196) 


KOER bots bh GP = a 0,0) = oF), 

wR ONCE) BE §5.3-1 LHT (5-142) ] 确定 的 增长 参数 1。 去 
Be, PRAHA oC Fo CL) 确定 的 线性 多 步 方 法 是 
稳定 且 相 容 的 。 因 为 由 (5~1956) 得 

PICI) = PC = 0, 

PEVCI) = Epo CED = aral En) = ata), 
HE. RIRIH a, BR (5-195) 中 的 ee? ARH A, RE gno 
则 差分 方程 5-195》 变 成 对 微分 方 午 


ents) = 有 (5-1978) 
ARRA HAEA. mh Bete (5-194) 与 满足 
tala) = | (5-L97b) 


HJ (5-197a) Z RAS e.C2.) ESTAS OCA), 
Se FREES EE 5.11 (AR p= 1, k= 0,8 = 0O) 
及 其 下 面 证 明 的 注解 得 到 
ern) t+ OCA), peels n = 0,1l, te, 
其 中 eale) Ha 05.197) 确定 。 从 而 
ef = ee Cra) + OCA). (5-198) 
这 个 关系 式 解 决 了 属于 本 性 根 的 解 eS ERS, 为 


» 303 + 


TUR SHS A> ONBT S, 上 记 3 引 理 5.6[ 宁 用 x 一 
eZ = I, N = (È — a) h, [= _— Crk mt p> A> tl, 我 们 
首先 注意 到 


er = Ol) A—0. (5-199) 
党 了 改进 这 个 结果 ,我们 令 eS? 一 22 + Sa 出 (5-191》 可见 
人 = 0, p =O, 1 天 一 1 (5-200) 
我 们 及 令 gi 一 go 十 55。 FA (5-184), 得 到 
aC x82, + stk + rae alee + d,) 
一 hel Birlanis 十 Saag) +--+ + Ailes + 5,)} 
+ ALB 654,082 + 十 ”十 Doge }. 


Ha (5-198) 式 可 知 ， 含 有 ee RAAT. HF 5-199) 以 
Be EGE) 是 可 徽 的 ,最 后 一 行 可 以 简化 。 APERTE E 
rünt E tte E Aoba = Agel Erias E 0} 
十 AC nEn (5-201) 
Re AAR F A EAA Sl MERT] 
应 用 引 理 5.6, $ Zm = ön Z = 0 [42 (5-200) 这 是 可 能 
:op Ban = Bou» 
Zilog Å 
| log zl 
[这 里 + 由 {5-140) 给 出 ], 并 且 因 为 lss| = nG, MR 
G = maxlg tx)l, A = COI 
AiG. BEHER, 对 于 aS R, [8al < CCA logs)’, 其 中 
C f— Pie SRR. BH aS l, H (5-193) 和 
(5-202) BH lre a RKP S KA, RERS as thk, 
我 们 便 有 
Jee = la + 6,| <= KA? + C.Chlog hY < RKA, 
(5-203) 
其 中 5 是 一 个 任意 正 数 . F Æ iE ES T, 4m uti, G 45 


= 40t. 


N = = } (5-202) 


nh— OFS k PARSBHIE ne PM ota). | BERRI S| Be 
5.6 应 用 于 # = SORE. FERS CA 
ARERI WR KO HT Si RE r, Eled] DARM. 

W FAA a ee (5-187) 中 的 常数 4 把 它 作为 开始 
(AAR. 因为 ek 一 cf, v= 0,1,°::-, 4-1, WTB 
定 Apo 我 们 可 人 以 用 x 名 六 代替 ce 让 。 而 对 于 2, Beat 
算 在 $5.3-1 PRBS. HP een, HERE 4 的 量 级 
就 能 了 ,由 指数 4 的 定义 ,开始 值 本身 是 OC1)、 WÈ gp t, 
HAR (5-154) 得 出 Aa m OCA Pe), ECE pi 是 当 记 一 0 
时 .GEGR FAC, BR. 如 果品 一 0， 则 所 有 的 了。 为 
OK 因为 我 们 可 以 在 55-203) 中 选取 

sel/ips mt 1 ,KR), 
FELH ra = 2, exe SSW. 
4,0 = OCA), w= m+t1,°-+38, 
“4 = 1,2,--+ mit, BM 4, BLL R §5.3-1 PRBS 确 


aA, = lim AA uo A ) + PRCA: D + >.. 
= 


+ BIRD) (5-204) 
我 们 求 得 
em Pua OCA), 一 人， 7, 
“ZED Os & 
因此 ,最 终 有 
gH > Np Pae Cx 
LE ARTS Gs OR BETS nF: 


定理 S12. 在 $5.3-5 开始 时 所 叙述 的 假设 下 ,， 当 AO, 
ng = ¥ — a, @ <x bt eet © Y AE (5-38) AY RY 


> 405 = 


”一 KK? 的 解 的 离散 误差 渐 近 性 坊 为 


= Hele) + x Coy ene CE) HOY), 
Hml 让 


(5-205) 
PEER > 一 minCp， 372)， 而 A, FER (5-204) Brae WAU AT ee A 
Mi. 通 数 etx) 和 estx) 分 别 是 由 初 值 问题 《5-1857) 和 《5- 
197 所 确定 的 解 . 

这 个 结果 是 (5-157) 的 直接 推广 。 误差 又 由 两 部 分 组 
R. 真正 的 离散 误差 由 包含 e(x) 的 项 表示 。 它 恰好 对 应 于 
主 误差 图 数 为 一 Cy?+D(x) 的 单 步 方法 的 离散 误 蕉 。 开始 误 
AEA Co 的 和 表示 . WE m > 1, GBA, AR 
说 : 连 开始 误差 展开 式 的 首 项 都 不 是 AOC RR. Ade. ee 
Se 所 pp( 即 ,车 开始 值 相对 精确 的 话 》, 那么 es, 的 浙 近 展 式 的 
首 项 是 不 沧 请 的 ， 并 且 外 推 到 极限 的 方法 不 能 够 严格 应 用 ”. 
MA, fig) 一 0 的 指数 递减 解 的 近 亿 中， 如 果 对 基 个 eo, 
4,<.0, RIS RAR etx) RSI. FET AT 
eu 的 迅速 振动 而 使 它 本 上身 产生 明显 的 振动 。 这 种 振动 即使 
4 > p( 即 ， 若 开始 误差 比 截断 误差 小 ) 也 会 成 为 某 些 耿 烦 . 
另 一 方面 , WR = 1 CHOTA Adams A), 则 (5-181) 的 首 
项 即使 开始 值 不 精确 也 总 是 * CIB. 这 种 自称 定 的 性 
MRR Taste EMER. 

5.3-6. 估计 局 部 离散 误差 的 Milne 方法 . MAR BARRA 
主要 包含 辟 开 的 岛 藤 误 莽 [如 在 《5-205) 中 ,二 的 情形 了 
那么 我 们 通过 积分 由 殴 数 efke 确定 的 微分 方程 可 以 得 到 滚 误 
盖 大 小 前 初步 概念 。 这 就 必须 知道 ,至 少 近 似 地 知道 ,起 著 主 
误差 函数 作用 的 函数 一 Cy*+9(x)。 即使 不 要 积分 45-1857， 


i) TL Warow [1935] 中 关于 外 推 到 寝 限 不 能 起 作用 的 有 关 例 也 . 
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该 读数 也 是 可 以 估价 的 ,例如 ;可 似 碎 祖 定 所 用 步 长 是 否 适 兴 
起 见 作 估 价 。 fC y) 的 p 阶 导 函 数 来 确定 v8) 通常 
是 不 实用 的 。W. E. Milne 提出 的 方法 可 以 用 一 种 十 分 简单 
HOF BS Bl yO OG POI. 它 是 建立 在 Yarr 的 预 估 值 与 
最 终 接 受 的 “校正 ” 值 丰 化 较 的 基山 上 的 ?> 

我 们 首先 在 简化 假设 , 妈 值 yy。 yw 与 精确 解 
Ci 的 值 一 致 的 前 提 下 来 叙述 Milne 方法 。 设 预 估 公 式 为 


OLY nee + CR ¥ath—i + +++ + ay, 
= AL BL fete + +++ + Bi}, (5~-206p) 
FEE BSE 
BM nte T feet e1 F tee F OYn 
= ALB afore + Baifarti + + Bofa.  C5-206c) 


这 里 不 假定 |]m| + |a] > 0. 但 重要 的 是 预 佑 公式 和 校 
正 会 式 的 阶 数 相同 。 因此， 如 果 stx) 是 任意 充分 可 微 函 数 ， 
PARTIS 

akel kA ++ +> tatela = Alat r C -HERI IDA 

+ foz Ce) 十 Chur PCa 十 人 加 (ht {5-207p) 

arle + 十 ef = AL @,2'Ca + RA) +e 

十 Bos Cet + Cone? TPG APM + OCA, (5-2070) 
其 中 Cir 各 C pt FPR oy Bl Ar Oks “er > fo A Ms""" ofc 
BUSES APS, 实际 上 ,如 果 我 们 选取 x 一 x, ee) = ?Kx 以 
EM C5-206p) 和 (5-207c) MEE (5-207 p) 并 考虑 到 
Ym 一 ¥en) Cm = nyn tl, an tki), 

我 们 人 乙 得 到 
ar Varn — VC xg) CPO AP 十 Ota), 
(5-208p) 


D AT RMie-REDEME- WER 5.1-2, 
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RY are 一 TETS D = Aali Entra Ynt) 一 LEETE ETFO DE 
. .Cony eto rx ht + ORT?), | (5-208c) 
FRI HN ARTUR Fynsk nK Ynti 一 ¥Cena dd). OR 
HE Vark 一 Yra) HEB 
CV nk 一 ETIP = 一 四 py 大 

+ OG, (5-208c’) 
MA (5-208p) 和 (5-208c) h A5 SE vr C aan) FF FC, ), 
我 们 得 到 


= 
y FTO eo) m= a a (CE — Cex | Yatt — P24) 
k Fk 


+ OCh). (5-209) 
该 公式 是 用 预 估 信 Yoe MEE yia 之 差 来 表示 未 知 导 数 
yD 近似 地 ) 的 . 
为 了 证 明 在 一 般 情况 下 可 以 用 同样 的 方法 计算 yen, 这 
里 Veo Vedio Vet 并 未 假定 是 精确 的 :必须 假设 预 伍 值 和 
校正 公式 的 左 端 是 术 同 的 , 即 ， Oy = Gust = O° > xk. MA, 
JE SA AFT Re A a E 
En = Yp yr) = AP ex.) + OCR), (5-210) 
其 中 ec 是 * HES Ol PRK He (5-185 ) ate ec) ] 
Heel. 在 (5-205) 中 ,如 果 >p, RE =p AR mel, 
则 该 条 件 是 满足 的 . 在 这 些 假设 下 ， 我 们 在 (5-297p2 中 令 
XT) 并 只 从 (5-206p) 中 减 去 由 此 所 得 的 关 
FATA, F 
On CFA 二 Arafatki 十- ”十 gee 
一 ALEKS tatki De WC tage) ] +r: 
+ BSL f Cen yo) — fen Y xn))]} 
a BPO CE T Cn) + OTL"), (5-211) 
其 中 chee 一 Vora 一 ¥Creee). FRYE (5-210), FHM PAIR 
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这 式 可 以 十 
下 gle, Celamn) 一 十 k 一 1 
来 代替 ,其 中 gle) 一 所 (x,Y(x)})。 而且 :因为 假定 ele) 十 连 
综 可 徽 的 ， 
gKxzere)eKxate] = glx, e(x,) + OCF), 
#= li, c l. 
PRE (5-211) 最 终 可 以 写成 形式 


areek 十 Oktat- ttt E mee 
= AP +! ( at +--+ igre eC, — Chay tC eS 
十 OCAP**), l (5-212p} 
用 完全 类 候 的 方法 ,由 《5-207c) 和 《5-208c)， 我 们 得 到 
Azfa T STENE 二 ”十 eco 
= BPH CB, + th Bodge KAn) — Cph Y TIR rs)} 
+ OCAPt), €5-212¢) 


现在 我 们 以 《5-212c) MH (5-212p) H HMAE A, 
Ek bs + Bm Ray + CK — Noga toot 
一 Br 十 -十 Bo 
Fies FB erst 一 ct 一 Vat 一 Youn, 我 和 得 到 
k Faek — Yaar) = APH Chr — Cp YON an) 


+ OTY, 
2S Saf th ER Se RAA 
—— Cy Pty) me BOO OK Yaak — Phan) + OCA), 
(5-213) 
其 中 常数 
Ca, 
K = Gin 


MRT A RAS Hid REAR. 引进 与 预 估 公 式 有 关 的 误 
Se te EK 
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Bo + - + öh 
我 们 也 可 以 写成 
一 nn ee ~ 
K hoo Ce (5~214) 
于 是 我 们 证 明了 : 


定理 5.13, 如 果 近 羽 解 满足 《5-210), 预 估 和 和 校正 公式 
症 同 阶 的 ， 并 且 与 它们 有 关 的 名 项 式 ell) 是 相同 的 (相生 一 - 
个 适当 的 二 短 次 以 后 是 可 能 的 )， 那 么 对 尾 何 固定 的 re La, 
6], HAO, x, = x HY, (5-213) 成 立 . 


45.15 (5.24) 中 常数 乓 的 数 情 


Bir P 


Adams-Bashforth 
K 


D e aA 


Moulton 


Nyström-Milne 
Simpron 


Fj, Adams-Moulton 方法 :或 Nysöm 和 Milne-Simpson 
方法 都 是 合适 的 一 对 预 估 - 校 正 公 式 。， 在 表 5.15 中 ， 我 们 对 
木 局 的 阶 数 ? 询 出 这 两 对 公式 的 常数 到 的 秆 ， 

后 面 一 排 数值 所 以 不 规 山 , 是 由 于 训 一 2 时 Nystrom 和 
Milne-Simpson 公式 恰好 相合 ,以 及 pm3 时 Milne-Simpson 公 
ABABA AR SA. 应 当 注 意 , PS 3 了 时 下 的 数值 非常 
小 < 一 0.1)， 轨 此 。 局 部 离散 误差 CAPY) RIKER 
正 导 和 预 估 值 之 蓉 的 一 个 小 的 部 分 。 汐 了 表示 局 部 离散 误差 
LA RBG IE MH. Milne 建议 在 一 个 特殊 的 “检查 ” 列 中 计算 
ECY atk 一 Vien) WA. 

5.3-7。 仅 用 一 闫 校正 前 方法 。 DEAE 的 方程 是 
ERAO CEE, me 天 00), 那么 我 们 直到 现在 总 是 假定 (5-58) 

= $10 = 


是 精确 训 足 的 . 如 果 这 个 方程 可 以 用 站 .2-2 所 阁 述 的 选 代 丢 
求解 ,那么 ,一 般 来 说 需要 迭代 无 穷 多 次 。 妆 然 ， 实 味 上 只 能 
进行 有 限 次 的 夺 代 : 西 此 就 不 能 精确 满足 (5-58)-。 eee Pee 
的 误差 可 以 看 成 局 部 食 信 误差 , 并 由 $5.4 中 将 要 讨论 的 方法 
来 处 理 。 潜 察 司 一 个 问题 的 另 一 种 方 叭 是 对 所 要 完成 的 人选 代 
一 次 固定 。 这 是 一 种 新 的 方法 ， 一 般 不 调用 线性 多 步 方法 求 
解 微分 方程 。 下 面 我 们 详细 考虑 只 进行 一 次 选 代 的 情形 ， 
设 预 秸 公 式 为 
i i 十 Ya 
= ALT 十、 十 (5-215) 
HIRE E TOD. PENS HS RAR ex), 就 有 
w(x + RAD + ot efx + CR — 1A + ee + ages) 
一 AL Stix + (CR — 1A) + + Pz Cx)!} 
+ CF et Cat + OCAT), (5-216) 
为 了 后面 代数 的 简化 , 我们 设 ot 一 1。 校正 公式 取 通 带 
的 形式 


Trays TY = EL Babar + ++ 十 如 天 
wEB S Po 这 里 不 需要 p 一 q 于 是 
zix + RAD + -十 yee) 
一 Aigre Ce + RA) + ++ + Bor (ef 
十 Cpe? TOC BE + OCH, (5-217) 


we, ARORA R aR. ee 
Vark-is -yw 
Me EAD. A da (5-215) 计算 yes NEE 
Akf nit 1 te E Ya = AL Eif Crni Vaan) 
十 Praf testtir Ynika d 十 -二 BofCrns yo)} (5-218) 
计算 Yare 这 是 一 个 Yaet 的 隆 式 方程 
我 们 将 通过 表达 式 旧 一 只 一 ro) 来 估计 


" 


Cn 一 Ya — VX). 
对 于 m = O0,1,25°-*, 我 们 用 关系 式 
Hxms Ym) — frm Yrm)) = gmem CFE Em = U, W Em ™ 0), 
fCmsyB) 一 fCrmsyCem)) = ghet CE ek = 0, Ni gk — 0) 
SEE en Fgh. TE (5-216) A (5-217) FS 
zix) = yCr,) 
FH EAA St PO A SK (5-215) M (5-21) 中 减 去 这 两 个 式 
子 , 我 们 得 到 
esrt “OF ea 十 “十 大 ce = ALF 1k k-itaskoi te 
+ Bigota) 一 Ciny PCa, het + OCAT), 
Glare T Oe otgi 十 “十 ooen 
_ AL Ernte ntk E Fei n4k-ie neki “eee Bognen! 
— Cpp P Or APT + OCAPT) 
消去 es。 整理 后 得 到 
Cee api 十 -天 PrAAL F ott oe 
m A [kagara HEREA 一 -0 二 FAST Bn) emt 
十 … + [Boge + Gran ag + RBT) len} 
-一 Cpry TOC AO — Peete Fay POC, ATT 
+ OFT pt}. (5-219) 
我 们 把 引 理 5.6 应 用 于 该 表达 式 , 令 
sm em N= Cb — adlhs Bhim =O, 
Bum 一 Belma 十 Bagman al + AST emta)s 
#—0,8,--+.4—1, 
A= KA, 这 里 > 一 mintps 9 十 1)， 并 假设 开始 值 也 是 
OCA"), 由 Lipschitz 条 件 容易 得 到 1gm| SL, leal aL, 
从 而 系数 fan 是 有 界 的 。 因 此 上 锣 引 理 5.6 我 们 得 出 结论 : 当 
A — Ü, sc, = x it, cena = OCO H—Mamix csp r+ — 
地 成 立 。 如 果 需 要 ， 我 们 本 以 从 (5-16 中 得 到 这 个 定量 
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Chit. 我 们 希望 能 够 很 己 地 看 出 e. AUER. OT ely 
mege, RARR er 一 OCA), p= O,1,---,R — 1, 
从 而 ,开始 误差 与 真正 的 离散 误差 彬 比较 ,可 以 忽略 不 计 ， 秃 
据 4 十 1 六 pp，g 十 1 一 了 或 9g 十 1 < 之 pp, 我 们 必须 分 三 种 情 
形 进 行 讨论 . 

G)gri>p—r, 现在 我 们 悄 微 收 变 一 下 gw 和 gm 
WEM, a 

gm = Em = fyl ims Ym). 

对 于 这 些 量 2, = A "en ERS (5-182) AKRAN 


Mhn Porto E oe, = A, CBr- — Of iB Enpi ntk 
-二 -一 
— kC pay Car) + OCA’), (5-220) 


PALATE l -e ogi, + + - 4 og = 0 9) 
CBr- — dkar) Ao Cfo — a6 8a) = Bra boost tb Bo 
— Cah oat boss + aBa = Bea boos + Bo + Bee 
所 以 《5-220) 所 包含 的 多 步 方 社 是 相 容 的 . 
Fy P Go BY BT ae AE Ae te eS BK 
— C ptt 
& + 8. + sae + Be 
HJEM, (5-220) 中 第 三 行为 
—hi laa. — ork Ba CPT rype) + t 
+ CB — BCPP a)y + OCA), 
应 用 定理 5.11 得 
@, = ex) + OFA), (5-221) 
这 里 
etx) = gl elr — Cy? Mx), 
elad = 0, 
于 是 :, 刀 果 预 估 公式 的 阶 数 至 少 是 校正 公式 的 阶 数 时 , 那 
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(5-222) 


云 亿 用 一 次 校正 和 无穷 次 校正 的 离散 误差 的 源 近 性 态 是 相同 
fA). 

Cii} q + l= psr, 对 Br = ens 我 们 得 到 了 头条 
ah (5-220) 中 的 第 三 行 以 

ALC pay Nx) A Bee en, CE Ca) ) + OCF) 
SCS. HAE RL 11, 得 到 


En = e(x,) + OCA), (5-223) 
这 里 
CD = aad el) — CYP) 一 天 全 全 sc0y CD， 
ela) = 0, (5-224) 


EE., OR BE 2S SCA oh ee SG A RAG 1 时, 仅 用 
— RR ERRAR Ze BBY ARE 5 但 是 , FE ATR 2S DEK ctx) 的 
定 兴 中 出 现 了 一 个 外 加 的 项 . 在 下 面 的 特殊 情形 : 


1 
yi yn Afas Yarn 一 Fa = > ACha+1 十 fads 


我 们 得 到 一 个 与 52.2-5 中 简化 的 Runge-Kurra 方法 上 方程 
{2-10b》] 有 关 的 结果 , 这 是 用 完全 不 同 的 方法 得 到 的 [参看 方 
fE (2-35), e = 1/2), 

Gi) r =q 十 1 <p. 我 们 青 一 次 得 到 对 2, — Aen 的 
关系 式 (5-220), 而 现在 最 后 一 行 由 

ABS a Chae ETDE Cra) + OLA) 

来 代替 . 

再 由 定理 5.11, RIHI E E, 一 elr) + OCh), 这 里 

ete) = gele) 一 一 人 Co O g yD), 


Bob + Be 
ela} = 0, {5-225} 
ALA, RBA BAAR > 1, 那么 仅 
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用 一 次 校正 时 :离散 误 莽 的 阶 是 减少 的 ,并 且 改 变 了 伸缩 误差 
函数 的 形式 ， 

从 基 种 程度 上 说 ， 这 部 分 结果 完全 平行 于 383.2-4 中 所 
讨论 的 单 步 方 锻 用 求 积 公 式 得 到 的 结果 。 仅 用 一 次 校正 的 算 
法 在 实际 中 被 广泛 采用 . 


5.4. 多 步 方法 积分 的 合 人 误 装 


3.4-1.—-* AR. 我 们 用 实际 计算 满足 方程 
i Hee 一 AL Saf (eases Park) rte 

F Pofl nsn) t F En 2 = 0,1,231 (5-226) 
的 量 7 KAE a SSCS -5 8) BO, 

Be, 便 称 为 局 部 舍 入 误差 .在 $5.4. 中 所 可 讨论 的 问题 
是 这 些 局 部 误 壮 对 容积 全 入 误差 fa = Ya — Ya 的 影响 . 

不 作 任 何 关 于 伟人 误 邯 性 质 的 推测 :在 这 一 节 中 ,我 们 将 
在 单独 假设 |En] 所 eCe = 0,1,2,---) 的 前 提 下 。 导 出 re 
Ase eet, ie E— PR. h (5-226) MAM RIN 
fE (5-58), FF 

Em 一 tm [frm Ym) — Em Ym) lo Brn A Ù, 


Em ™ Os Hi r, = 0, 
TEBEA len! SL, L X Lipschitz 常数 ,我 们 得 到 
Ak atk F CR -Ia II boot E corn 
一 ALPegaatt ase 十 -十 Bokatat 1 Entk, (5-227) 


把 引 理 3.6 应 用 到 该 关系 式 , 取 
lm = rm Ame, N = Cb — ad/h, 
VAR CAA ro rp tt rg = 0)Z 一 0, 得 到 
rs <= EA (x, — aN *expl (x, — a)T* BL], (5-2283 
甚 中 这 些 和 常数 象 在 定理 5.11 那样 确定 ， 
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RAR, (5-228) 5 能 以 一 个 大 的 幅度 过 高 地 估计 了 实际 
省 人 误差 。 它 所 包含 的 实质 而 又 对 后 面 的 推导 过 程 有 着 重 
要 意义 的 结果 是 rp = OCeA"'); 根据 后 面 (36.3-2) 对 二 阶 方 
程 所 要 推导 的 结 昌 ,这 是 有 价值 的 。 

5.4-2 一 个 后 验 因 .现在 我 们 假定 NA < 8 << KA’, B 
TANAUK SADR. FRR 5-228), RNA +, = OA), 
假设 fe.) Ey = ytx) 的 一 个 邻 域 内 存在 县 连续 ,那么 如 
R i Aah RI ILS 

tms Ymd 一 Kams Ym) = glrm)rm + OmnKE, (On) <1, 
Hh gle) = flrs yC) 从 而 方程 C5-227) 可 以 替换 成 


rrotk 十 “十 era = AL Be enter nak ott 十 Bogart 
| + Enp + OKE, (5-229) 
这 里 gw 一 cn). 我 们 可 以 相应 地 写成 
Ta = re b rao» 


Hh {75°} ke O, = 0 BY (5-229) BU. fi ir} E en = 0 
时 的 解 , 这 两 个 解 都 满足 ro = 0, ae 0, 14-7 kl 我 
们 可 以 称 ”2 为 主要 误差 ,而 称 * 镶 为 次 要 误 葵 我们 注意 到 
次 灾 误 差 仅 仅 是 四 于 微分 方程 的 非 线 性 性 所 引起 的 。 由 引 理 
5.6 Ah REIRE Ole), 而 主要 误差 必须 是 Olek Alt 
我 们 可 以 假定 当 一 0 时 +, 的 性 态 是 受 zs 的 性 态 支 配 的 . 
下 面 我 们 就 主要 误差 rr SEAS HR. 
根据 定理 5.2, 主要 误差 可 表示 成 


rn D erda (5-230) 
ISR 
| 而 对 于 一 帮 玫 十 1 td 是 差分 方程 
Eadar F piidageay Hoot HF ada: 
== ALB Sarena 十 H Boadas} (5-231) 


Ay 82 , T EE A 


" 316 + 


0, mead, 
dat 一 1 (5-232) 


—, nmi, 
a, — AP ag 
所 (5-231) 和 (5-232) A5 (5-184) At (5-183) SET LE, 
较 , 我 们 看 到 , 如 .的 初 值 问 题 与 8$5.3-5 中 所 讨论 的 量 ez 的 


值 是 相同 的 。 如 果 ro 用 xren (ORE. FE ER 
BRIBE 


akh) = O0,2—0, ls, — 2, 


Ag 
Op hi = m a = — l, 
Ch) aa aie, wok 
那 冬 ,我 们 可 以 应 用 《35-231) A. 注意 到 


Pal E) — PLENICE — Su) = ett + eee, 
我 们 有 Cuk- T Obs Min Az = 1, 于 是 有 下 面 的 结果 : 


i ， 
CPN = — expira — ib — 1 ald eh a 
2 aL.) pli R Pu lx) 
+ OCA), (5-233) 


CH pA dntx) 由 类 似 于 《5-197) 的 初 值 问题 
Ai ple) = Angled nlx) » 
d per) = 1, a= 1,2,°:++,m (5-234 
Prise CHER LRSM 加 是 含 人 误差 传播 的 决定 影响 ). 
PS Sh ERA SP r SS r 
ake) = mene pm 1,2,- sm, 
Hp DR eec FA (5-197) 确定 。 代 和 人 (5-230), BB 
1 = ki exp{i(an—ita—l)p.l eal tn 
人 站 
(5-235) 
作为 该 公式 的 第 一 个 应 用 :我 们 将 在 假设 
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jel = pr je (5--236) 
Bir. aI, He 不 依赖 于 *， 市 p(x) BOA 
x 2 GMC ELE SOLER. 重新 排列 (5-235) 中 求 和 的 次 
序 , 我 们 得 到 
[rl < <i ¥ 
A =l LDT” 
其 中 


Me entxo) | >) (pCa) leas) |"! + OCA). 


(5-237) 
在 这 一 点 上 , 擂 进 下 面 的 简单 引 理 , 对 以 后 是 方便 的 , 因 
为 它 将 被 反复 用 到 。 


515.8. if les] LESH EER a, AIT 
nE Lask], 令 


z, — a D` {Ca + hOsK), (5-238) 


其 中 18,| <1, 而 大 是 一 个 与 # 或 #8 无关 的 常数 。 AE 
一 个 常数 Kis 使 得 


\"* fe) de | < AK. (5-239) 


这 是 定理 1.4 的 一 个 特殊 情形 [x,y) 不 依赖 于 y]。 直 观 
EM 2, 可 看 成 近似 于 一 个 定 可 分 的 Riemann 和 ， 
pate Cr) = ptx) leall WAS Ke. AWAY 
xE la] Ry eG) Mee) BAMA. HA entx) ~ 0. Ait 
我 们 可 以 把 这 个 引 理 应 用 于 {5-237) 中 出 现 的 和 上 ， 以 而 得 
到 | 
Mey = Mak xn) + OCA)s 


mikey = jeD POl eade 《35-240) 
因此 我 们 得 到 
ERS. 如 果 局 部 侈 人 误差 si 满足 (5-236), 而 
e = OCF"), 
那么 


br] = = D>) ten) mex) + OY, 


(5-241) 
CTH BER male) FH (5-240) 所 确定 . 
AUS 2 ERNIE PE, REAR oe oe) 表现 为 其 个 
初 值 问题 的 解 [ 参 看 (2~77)]。 和 暂时 设 extx) = a(x) + te Ce) 
Koa, = E + in, WH (5-197) 式 分 开 实 部 与 一 部 ,我 们 有 
w (Eu rg, v = (Ev + nug. 
FE fen) = Gi PPS, 则 我 们 得 到 
rr? = un’ + ove’ = (E — que + Èp + qeede = Er’g, 
因此 
(eal = Re agglenzl. 
微分 (5-240) 式 , 我 们 容易 得 到 
[70 一 Reapg@x} mle) + ple), 
Myla) = 0, 
TÆ, RAIA RB BIB ma) 的 增长 来 说 ,只 有 增 
长 参数 1, 的 实 部 是 重要 的 ， 
5.4-3. Ri. 前 面 已 经 指出 过 , 真 ESAS 
人 人 误 竹 理论 只 有 在 统计 的 基础 上 才能 达到 ， 尤其 对 于 多 步 方 
HEE., oE: iH ETH T Re ERI E pE N. 
将 要 指出 由 实 部 为 位 的 增长 参数 引起 的 条 件 稳定 是 不 受 开始 
如 差 限制 的 。 雇 定量 可 预 估 的 方 尘 来 看 ， 条 性 稳定 是 由 了 于 合 
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(5-242) 


人 误差 引起 的 ， 
Al §2.3-4 中 一 样 ,我 们 假定 局 部 售 人 误 答 s Bay 


P HLA wo ASMA Se 
(Ele) < apir (5-243) 
vart B81) = a q(x), (5-244) 


其 中 PLCx) 和 q(x) BAXW lasl 上 非 负 的 分 段 光 请 函数 。 假 
定量 上 和 ea Se TR. 对 于 各 种 算术 系统 来 说 ,关于 这 些 函 
妆 和 晤 的 适当 假设 在 $5.4-4 中 讨论 。 那 时 足以 指出 对 隐 式 
线性 多 步 方 法 来 说 55 一 0 的 假设 在 许多 情况 下 是 不 现实 的 . 
FH (5-235), 利用 (1-94), 我 们 有 
EED = È een [Sy ple att k= Ded 
t=k pæl ee) 


culty) 
x E + OCR) l, 


KJE (5-243), S% (5-241) 的 推导 那样 ,于 是 就 有 
EOP SELD [oi maa) + oC}, 
(5-245) 
FA BERK male) B (5-242) 确定 . 
varra O 的 计算 较 复杂 - 为 了 说 明 这 个 方法 ,我 们 首先 
考虑 单个 方程 yy 一 Ay C4 为 实 常 数 ), 假 定 glx} 一 1。 由 


§5.3-2 我 们 知道 ,此 时 cal = ett 从 布 方程 《5-2351 A 
BK. 


t 
11} 4 
rm = > 所 人 
pak 


dp = > —— expLiCx — it k— pal 
wel woo.) 


xX exp(AdCr, 一 xD 门 ] + OCA). (5-246) 
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利用 《5-952。 我 们 有 


1 [i 
varf rr 名) 一 T vas vs =h, d 


AeA ie A RR dw 是 实数 . A RDE S 
dal = duid ats 
这 里 Ama, h (5-246), 我 们 得 到 


= 1 
dud = s 
on (> pt Cu} 


x expla, 40x, — 1)]) 

< (2 

x expli dlr, — 工 门 时 ) + OCA), 
Te » ee MH ADAT ASS 


d ni@ nt = > e CE) Vexp[2Rea_a Cx, 5 x] 


HE] 


explika — 1} + Å — 1)py) 


5 eel Ke —itk — Lp] 
t= Ke 


+ > CyyexpliCn 一 十 点 — lxs ] exp [LCA 十 La) 
ae 
x dlx, — xO] + OCA), 


其 中 
C ur —= Lele)", Gay = Pa _ Poe 
求 vs 所 需 的 和 和 , 可 以 通过 计算 几何 级 数 来 完成 。 其 结果 
EGA #0) 


> 一 2Re ay dh(n—K+1))—1 
AS‘ exp[2RelgdCa,—2)) ] =h Pl ERE 2u didn kt) 
名 P f ” D exp(2Re i Ah) — 1 


exp[2Re A, 4x,] — 1 
= ee a + O A . — 
2Re 7. CA) (5-247) 


~ B21 


T H p, ny 


it 5 ex 十 — 7? +& — 1)38,,lexp[Ca, 十 和 CCxra — 4} 
tak 


a—k 
一 hexp [iCk 一 了 Su D exp{ iC + XL) dh + in 1p} 


P= 
— hexpii (k — 1)öu] 
y SPA i tl 
exp[ Cap + Anda + iml 一 
FIG Su, = mod 2r) CAPT PRE BE. bis Cae tlm 
ob Si). Sao eS A> ON BAT 
expli m — 1 D, 
AR mAAR AATA S BR 
p SxpGnduy)exp[ Cay, +4,)Axn] 一 expliCR — 108s] 
exp (#5p,) — 1 


(5-248) 


+ OC#*), 
由 此 可 见 , # r 所 给 出 的 交叉 积 对 ww HRA OCA). 所 
LA 


_ DiG jp exp Re Ay Axa} — 1 +o). 


2Re iAp A 
(5-249) 
Ze (5-249) 中 出 现 的 函数 
exPC2Re Aa Ax) — 1 

vakle) 2Re i. 4 
可 以 表征 为 

vite} = 2Rea, Avge} + 1 

PaL) = 0, p = 1,2,-++, (5-250) 
AS AVE. 


现在 我 们 加 到 一 般 情 形 。 这 里 的 几何 级 数 求 和 的 技巧 必 
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AE SB OT £2 ee RO PARR. 方程 (5-230) pti, i 
én = >, — t expl ial +h Depuledrg ese) 
P Coy) 


+ OCA), 
FAA 


varir = Z vni fn = À 5 Gid nia 
这 里 g ale). 象 上 面 特殊 情形 所 进行 的 那样 ,我 们 得 列 


可 or = > C pel pinu 


H = 4 


bar 
+ CypexpiLiCn 一 上 十 点 一 WB ue Sd pep 
=1 


+ OCA), (5-251) 
这 里 当 pep = bys 时 
Cu = [P Ede Cy, 
Fay = Pa 一 Prs Í (5-252) 
datuy 一 (tad euCx ey x;) |e, Cx, ), 


显然 
Fa S > © pat ane 1 > C ipt nus + OCA), 
em i ae 
其 中 
Cane A> qinturexp[im — i +R 1)8,.,]. 
fink 


(5-253) 
我 们 先 来 求 ro 的 值 。 考虑 和 {5-253) 作为 Riemann 
积分 的 近 己 值 :由 引 理 5.8， 我 们 有 
Vana 一 vaxa) + OCA); 


= $74 + 


其 中 
rae) enn gL ene de, 


FAG (5-197) KR RRS BIER ¢ LOM BADE 
Sx) = 2Reaagls enlx) + gl), 
tal a) = D, a == 1,2,-- "sf, 

这 是 (5-250) 式 的 推广 . 

Sl HE FR ATT SE EBA. “ee vhf, Pony OCA). 这 可 以 让 

下 而 的 引 理 来 完成 . 

引 理 5.9, iS fH oie lb LER AER OTR, 

并 设 8 = OCmod 2x)， 则 存在 一 个 常数 C, 使 得 

>> eirp) 


fod 

ATA A> O, «,€[a.4] 部 成 立 . 
证 朋 是 采用 求 部 分 和 的 方法 。 令 

eet De-1 


s= Dy ett i, 


=o “一 


(5-254) 


= C (5-255) 


我 们 有 
>> ePF 4x) 一 大 xs》 + > CS, — Sp Dfl rp) 


pet 


= > SL fCep) — frpr) | + Saf, 


由 中 值 定理 ,对 某 个 二 € EFTE TEE P 有 
i Fxp+1) “一 —~Af'CS), 
利用 


IS] = -———* 
let? — 1| 
LA Mn = (b — ad /h, HE 
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2 ad I 
“一 下 二 二 {Co — a) max (fry! + max [IG |} 


(5-256) 
我 们 使 得 (5-255》。 把 引 理 5.8 wv AY pee 


JUD 一 glee, L 
它 满 是 连续 日 可 祝 的 条 性 , 因 沟 cal = O_& 6 = 6,3 44 
eee v REAR SS +.» = OCA). 于 是 我 们 可 以 叙述 下 面 的 
主要 结果 : 
定理 5.15, to ee ARETE ME 5-243) (5 -244) 
Hk. FRA RReARZHES DBE PRM 
AF E, CES fe AE (5-245) MA aa 


var r= FLD) eE) Poa) + OCI, 
t,€[a,6], (5-257) 
函数 vala) h (5-254) 所 确定 . 
Mate h 如果 qtx) > 0, 那么 容易 证 明 符 人 性 (1- 
J6 是 满足 的 ， 因 此 当 盖 一 oo 时 ,> 的 分 布 服从 中 心 和 极限 定 
PE, 
应 当 注 意 ， 表 达 式 《5-257) HAR vntx) 的 相关 强度 仅 
仅 依 赖 于 多 项 式 ot58)， 因 此 也 就 依赖 于 作 汰 基础 的 积分 公 
A. 要 从 (5-257) 中 以 特殊 的 运算 方 社 消 去 不 希望 有 的 项 ， 
是 不 可 能 的 ， 
5.4-4. 局 部 会 入 误差 .假定 ox = 1, 从 而 新 的 值 vote 可 
PAH xk 
Fark So Cee Peta Co 
+ ALBafnsa ht Bf (5-258) 
计算 得 到 《因为 一 开始 已 经 给 出 假设 x XO, 所 以 是 可 以 作 
这 个 假定 的 ,但 似乎 保持 公式 的 对 称 形式 较 好 ) 公式 的 右边 
FETE SE fas Yrs Yaris Yntk—ı AQ A BO DR F., 当 =Ü HRY 22% 4 HA 
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看 的 :而 当 蒜 关上 时 ,只 要 天 充分 小 ,由 定理 二 4 EER. 
没 r. ARR. 由 局 部 舍 人 误差 是 函数 王 的 计算 值 与 煞 
FEZA WAEA Po t + Peek 处 求 值 。 局 部 舍 人 误差 
的 研究 是 复杂 的 ， 每 个 特殊 的 方法 和 运算 过 程 都 必须 根据 它 
自己 的 特点 来 下 结论 .我们 仅 限 于 作 一 些 定 性 的 一 般 性 的 评 

(i) 定点 运算 。 我 们 首先 讨论 路 一 4 的 情形 ， mew 
单 倍 位 精确 度 运算 , HARAR © = Basfaseia ++ + Bof» 
第 一 次 求 值 , PRA CHM ARABS Aula = BOOK AF BL 
与 产生 形成 的 引入 误差 (该 误差 为 # 的 阶 ) 相 比 是 可 以 忽略 
的 。， 如果 系 数 cn 中 有 些 不 是 蓝 数 ,那么 乘积 au vote 产生 附 加 
误差。 这些 误 送 具有 同样 的 数量 级 和 像 引 人 误差 一 样 的 变化 
范围 .如果 PB 关 0， 则 表达 式 

C = Vn ther 一 yo ALB fete 十 e Bohs} 

通常 是 只 求 一 次 什 ， 并 且 有 上 上述 的 误差 附加 的 误差 是 由 也 
合 国 数 ABef (4042097030) 的 反复 求 值 的 夺 代 过 程 所 引起 的 . 让 
逐次 选 代 所 产生 的 误差 不 积 轩 ， 而 相当 于 一 个 引信 误差 大 小 
ROR DRS. IR ZEA RGR IRA. RA, h Fik 
代 过 程 的 极限 yar EMAA — TR SDA. MAIR A E 
是 有 偏差 的 .如果 使 用 部 分 的 双 信 位 精确 度 ， 那 么 引入 误差 
DF. 因此 局 部 误差 包括 由 截 晰 了 的 变量 yn. 所 引起 的 
有 误 莽 ,以 及 可 能 产生 的 达 代 误差 。 阶 全 部 是 Aw, BORA BL 
a, PASTEH. MAd TEDAJ u Hi WER 
aY nre TAT ALON fÈ r AE BT aE. 

(i》 肖 点 运算 .。 固有 的 和 3 引入 的 误 莽 现在 都 是 Ate 的 
St, Abs 表 不 尾数 的 基本 单位 。 胃 一 方面 ,形成 C 所 产生 的 
误差 的 阶 为 my. 

这 个 误差 本 以 称 鸭 主导 误差 . ESR SWRA 
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个 误差 在 隆 式 方 东 中 当 最 及 的 校正 量 ht 加 到 C 上 去 时 
FE. 

至于 误差 中 统计 的 假设 、 最 妥善 的 假设 是 包括 恨 设 局 部 
误差 均匀 地 分 布 在 它 的 极 信 之 间 ， 理 论 上 较 好 的 结果 通常 可 
以 通过 把 局 部 误差 组 分 到 它 的 各 个 分 量 和 通过 假定 每 个 分 量 
是 一 个 均 人 名 地 分 布 在 它 的 最 大 和 最 小 可 能 慎之 间 的 独立 随机 
aE Bt EFS FI, 

5.4-5. 数值 重子。 我们 用 下 面 的 三 个 多 步 方 法 来 积分 初 
值 | 向 题 

y'= —16xY, 
YC— 0.75) = Fug = orll + gO), g = 0,7,0 — 1l, 
(5-259) 

CE §2.3-7 中 已 经 讨论 过 ) 对 上 面 得 到 的 绕 计 结果 作 了 试验 ， 

C1} 一 阶 Adams-Bashforth A gE 


3 1 
Yat — Yny ~ È {2 fat. — > fabs 


CI) 二 阶 Nystrim FRC rh eek”) 
Yar: — Yr = 2hfoas3 
CHI》 四 阶 Milne RE 
Yne — Ya T À 4 Feta 十 * fat 十 = /小 
这 三 种 方法 都 使 用 下 面 的 数据 : 
h 276, 
Yoo == 0.0022159242 - 274, 
Yio = 0.0018334831 . 2°) CHEETA), 


am +2, 
O = 500, 
“am 77% 
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精确 值 yo 是 用 较 高 精确 度数 值 经 计算 得 于 。 这 三 种 情形 讨 
论 的 结果 好 下 . 

(DD A% m = 1, # (1) = 1, Be (5-257) 所 表示 的 模 
型 与 单 步 法 所 确定 的 模型 是 相向 的 .和 适合 定点 运算 时 屠 祷 
假定 g) = 1, Al noe 


2 一 1] 一 32xra v,C—0.75) = Ù, (5-260) 
通过 数值 积分 得 到 的 v,(x) 的 数值 在 表 5.16-1 eH, 


» Ce) 6.5 | 132.7 361.1 | 133.0 6.7 | 0.1 
f 1.1 a a. a D.R 0.0 
rote 5.1 8 47 
fais 0 0 Ü 0 0 0 
。 Ti 47.7 | 972.1 | 2585.5 | 931.0 | 44.1 | 0.5 
Ei 
vared | 34.9 | 707.7 | 1925.9 | 709.3 | 35.7 | 0.5 


设 产 一 0，o 一 = xs， 所 得 到 的 预 估 的 和 试验 的 均值 与 


方差 在 表 5.16-1 中 给 出 。 方差 的 试验 值 以 一 个 近似 定 比 而 起 
过 预 估 售 。 这 个 偏差 看 来 是 由 于 忽 赔 了 次 要 的 和 固有 的 误差 
产生 的 . - 

aD 与 中 点 公式 的 根 癌 一 1 和 六 一 一 1 有关 的 增长 参 
Ra, M2. $5.3-1 中 已 经 确定 为 14, 一 1，%; 一 一 1]。 由 于 
PCl) = 2, Pp( 一 1) = 一 2, 故我 们 现在 要 求 近似 地 有 


varí rh 一 工 Px vax 
Cri) aS Cty) + ri€x.))> 
其 中 vite) H (5-260) 给 定 ,而 va Cx ) ig be 
vil) = l -+ 32x», v0 —0.75) 一 0。 (5-261) 


(5-261 SAA aS Ba eR 5.16- 中 给 出 . 
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® 5.16 型 


x | —0,5u | —0.25 1 0.25 0.50 UT 
es ot 0.1 0.2 "4.2 | 24.1 | 3590.5 
试验 0.4 2.6 4.3 2.3 0.5 209 
uw E (rg 4 
mit 0 0 0 0 0 
试验 21.6 | 395.5 | 981.5 | 330.2 | 55.3 | 6335.5 


Ea T E A re >{ 


巴西 16.6 | 357.0 | 943.4 | 357.6 | 82.2 | 9574.0 


表 5.16-1f PARA a= 0, om = ite 


HoH ta TR eR, 对 于 x S050, 由 于 yz(w) 的 增长 导 
Er varCr,) 的 急剧 增长 , 与 解 的 指数 化 减 形 政 鲜明 的 对 了 照 . 
(0I) Milne-Simpson 过 程 的 增长 参数 确定 汶 


A, =l, l: = — y 


MBH PO) = ol) = 2, 我 们 要 求 


yar( xD) = zZ (p(x) + yx)), 


表 5.16- El 


x —0.50 | —0.25 0 0.25 osu | 0.35 
pC) 0.1 0.2 0.4 0.8 2.7 15.2 
试验 18.3 87.0 | 141.6 84.77 20.1 2.6 
HO'E a) 
miti — — — — — 一 
| pote 85.9 | 1518.9] 3751.4 | 1270.77 79.1 | 11722 
a ae 70.4 ) 1417.6 | 3856.0 | 1427.2 | 100.2 | 163.6 


Hp sn CDH (5-260) 所 确定 ,而 yr) 由 


pie yp = » 32xn,, v(—0.75)—~=0 (5-262) 


Bre. wee) TR ee 5.16- 中 给 出 . 
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一 . 一 一 预 估 的 标准 作 差 
计算 的 标准 偏差 
…… 计 算 的 平均 值 


{uj 


CA ae FR 
Hm 3.3 


>= 0 同样 有 增长 、 虽 然 不 象 中 点 公式 那样 明显 。 FR 
5.16-II 中 并 没有 试图 预 佑 EC r,s 而 假设 六 一 0 显然 是 不 现 
实 的 . PRED 根据 现在 出 现 选 代 误 差 的 事实 


我 们 假定 二 二 《使 用 中 点 公式 获得 首次 预 佑 值 ) 还 应 


当 注 意 到 wa 值 的 最 后 向 上 摆动 的 不 理想 的 情形 . 

for Pee thd Je AY A ed Be HE RAR i did Ze Pe AD A a Ao 
这 三 种 情形 均 在 图 5.3 中 给 出 。 BAM BZ 
数值 吻合 并 不 总 是 很 明显 ,但 是 定性 吻合 却 处 处 存在 ， 因 此 ， 
看 来 外 使 在 桐 双 复杂 的 情况 下 统计 埋 论 也 可 以 产生 定性 的 正 
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Wack ee. 
54-6. KREMER. 渤 虑 到 在 舍 人 误差 的 统计 理 
论 和 离散 误差 的 非 统 订 的 渐 近 理论 中 由 增长 参数 141, 引起 的 
车 要 作用 ， 自 然 产生 这 样 的 问题 : 是 否 不 可 能 以 这 样 一 种 方 
PE MEE SINS H 和 olt)， 即 这 些 参 数 都 有 茶 个 得 十 1 HB 
样 无 害 的 值 。 本 节 我 们 将 建立 某 些 结果 ， 证 明 如 果 丰 降低 方 
法 的 阶 数 ,这 是 不 可 能 做 到 的 . 
oS 6 oS) 的 一 个 本 性 根 ,那么 对 应 的 增长 矢 数 由 关 
RA 
— CC) 
pte) 
所 确定 {为 方 全 起见, 我 们 略 去 上 标 》。， 从 关系 起 
eG) = (5 + idee), 
off) = CÈ + 15r), 
其 中 2 一 《5 一 1)/( + 1), 我 们 得 到 
PED = ACE + Lre + RCE + 1 tr (Cz). 


(3-263) 


(8-264) 
WR f me —1, 可 以 根据 re 和 Cet 24 BARA 
— 2sCx) E 
1 Gn ay (5-265) 


WEH g = —-1, PAre) 的 精确 次 数 为 太一 1 在 
(5-264) 中 令 “一 一 1 或 等 价 于 > 一 co 并 代 人 (5--263》， 
我 们 得 到 

A = 2b,/an-1> (5-266) 
其 中 ag. 和 和 85 分别 是 和 多项式 OOOH CORR. 

如 果 + Co) OAD Ze ae ah LE ,并且 ss) 由 (5-118) 所 确定 ， 
BBA C2) A s Ce) BY a8 BBO ar Be 8 BB OR. Win (5-265) At 
的 表达 式 是 实 的 。〈5-266) WA ini. FEE RR 


« 本 地 =» 


To RTA A SRE EA CDahiquist [1959], p. 
39), | 

ME rC POA AB ESE, BBA E == -~1 Fk pt5) 的 一 
TRAR MSA ABR. MEHREREN., BARNA 
M (3-121) 中 确定 出 bg, 并 且 获 得 对 应 的 增长 参数 的 值 


2Ce202-1 + CG +--+ Cpa) 
2 $s (5-267) 
Tho 
根据 《5-1157 Æ (5-112), 有 不 等 式 ? 
i Z 2e, = — +. (5-268) 
1. ekaa), (5-269) 


DOR EEA ASX (5-124) RARER RO PAR ADRRR 
dA c 和 34 RK Ee Ia et A Be 1 Bo Eb FR (5-124) #9 (5-269) 
C Glial ea 37), 

tie bb meee se. IRA RA fA a ee R 
7} ay SE ES. 但 正如 下 面 的 定理 所 表明 的 那样 。 这 是 行 不 
通 的 ,因为 定理 并 没有 对 二 的 奇 俑 性 作假 设 ， 

定理 5.16. tno = k 2, HAR ol) AR E pt 
数 达 到 最 大 ,那么 


k 
Si ay << 0。 (5-270) 
n=} 


证 明 是 通过 用 两 种 不 同 的 方式 计算 多 项 式 (5-137) Hi 
sr 的 葬 积 来 完成 的 ， 根 据 Vieta 公式 , 我 们 有 


py 一 kA 
Ëa = (—1)* 一 一 j 
L “ a, -~ AAP 


- 1 
= ({(—1)} 5 fı +A (Ez — Bu + Oj. (5-271) 
thy ee Ly ~ 
L) 对 平 5-2685, Bia) Dahlquie [1959], p. 40. 
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MA (3-141) ea Sy 


A 点 È 
Ji s= [1% [I il + a,44 + 0(47)) 
H =1 a=] aol 


k 
= (—1} 2 fı 十 dh >it ony}. (5-272) 
ty aol 
比较 (5-271) #0 (5-272) ARRAY OCA) 项 ,我 们 得 全 


k 
— Fe _ fo 5-273 
2. he es C > 

按照 上 二 — be. Be LER A eB 
数 还 是 奇数 ,我 们 看 到 Mib, 为 一 1 或 者 十 !. TEBE 


用 Vieta 公式 在 每 种 情形 部 得 到 m 一 一 wx+。 因 此 
S71, — Gath, (5-274) 
==] tg 
以 5-112) 我 们 得 到 
B, m Éo m by + h + sss sk bj, 
a, = a bt a; tess + aa 
KHE = k, =k 1, 4A APRN =k l, 7 了 一 不 ， 
SAAR. 所 以 


Sa 一 7 Sieg Casco tare, r+ i Carseat: ss kae) 
= a, + a, + +++ + a; 
< 2e + Chart Fad Fo Fee 《5-275] 
a E a, bes + a; ” 


由 于 一 2e = 1, 利用 (5-115) 连同 
exp Op = 1,2,---) 
恒 得 (5-270). 
5.4-7, 具有 直系 数 的 稳定 算 子 ， 由 $5.4-4 的 讨论 得 
到 ,对 于 定点 运算 来 说 ,如 果 常 数 mefeakp 一 0:1， :二 一 1 
为 整数 ,那么 局 部 舍 人 误差 最 小 .这 个 结论 对 部 分 驳 倍 位 精确 
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度 和 况 倍 位 精确 度 运算 以 及 在 定性 的 意 疼 上 ， 甚 至 对 于 学 点 
运算 都 是 成 立 的 。 本 节 我 们 将 研究 并 解决 确定 给 定 的 次 数 为 
的 全 体 多 项 式 eS) 的 问题 ， 这 种 多 项 式 满 足 稳定 性 条 忻 ， 
适合 相 容 柱 条 性 并 量具 有 上 述 性 质 ， 

ARS ATE, ATE a 一 1, FERES MAN 

ell) = oF + att +--+ toy, (5-276) 

其 中 系数 opie ,on 为 整数 , 首 项 系数 为 1 且 整 系数 的 多 项 
式 称 汐 首 一 多 项 式 "。 为 简 每 起见, 我 们 称 渍 足 定 理 5.5 中 稳 
定 狂 和 荣 忻 的 务 项 式 为 稳定 多 项 式 . 于 是 有 

H 517. $p) 为 首 一 稳定 多 项 式 , 则 存在 一 个 整数 
M, EI e(f) DAT AES we oY 一 1， 

TE? 如 果 pl RAS MATH ARM .如果 pt 
ES HRT ARS RE Se. RiR 

OCD = OF + ag ib + e+ tom, 
WA om AO, 设 eC OO BORO Cis 53; ++ Cn. 由 假设 , 所 有 
lóa) S13 Ha, = (II A-FES RR, 
lO.) = 1, w= 1,2,°--,4, 
Oe Ze AS FE PR 
FE) = C— Le eL E). 
MEP CARER MEE RSH 2 ASMA. A 
此 ; 它 可 以 写成 变量 为 六 的 大 次 首 一 多项式 : (MOK). 
由 pt5) ROSE RARE IT RL. RNAS 
FCS) = CO? EDE — £2>-- 2? — ORD. 

从 和 而 多 项 式 oP COD 的 根 是 Gibb Ok. | A BER 


D SORE A a Ee es a Birkhoff #2 Maclane 
[1953], Æ ILL ee, 

2) 这 个 和 证明 是 E. G. Straus 建议 的 .他 把 这 个 定理 归于 Kronecker, 7 
IATER Eo 妈 CS) BARR L AE T 只 用 了 稳定 性 
BiR, 
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PDE) 一 《一 DoemCw E om ME ), 
m = 0,1, 2,-++, 
我 们 可 以 类 似 地 构造 一 个 具有 根 "Ce 一 1, 2,-……, 丰 的 首 
一 多 项 式 em(#) 的 无 穷 序 列 , m 一 1, 2 …， 但 是 。 只 存在 
有 限 多 个 次 数 固定 为 万 次 的 不 同 的 首 一 多 项 式 ， 它 们 的 根 有 
单位 模 、 这 容易 从 下 面 的 事实 得 到 ， 即 所 有 这 种 多 项 式 的 系 
数 是 有 界 的 ,因为 是 模 为 1 的 万 个 变量 的 初等 对 称 函 数 ?. 
此 ,在 多 项 式 pP) 中 有 限 多 个 不 同 的 多 项 式 只 有 有 限 多 个 
不 同 的 根 . 所 以 无 个 序列 【好 "Cr 一 1 …,A) 中 每 一 个 都 
必须 有 重复 的 元 素 。 从 而 ,对 适当 的 mm 和 * > 一 (也 许 还 依赖 
于 #) 
ba en R Rm 
于 是 ,对 于 M, 一 2" 一 2,0, 满足 Me 一 1。 如果 我 们 令 
M —IIM,, 

BRAS PR ON 一 1。 这 就 完成 了 定理 5.17 的 证 明 ， 

由 定理 5.17 BM, oS) 是 多 项 式 6* 一 1 的 一 个 因子 . 
换言之 , 5* 一 1 一 PECE), HH =) 是 某 个 次 数 为 M 一 上 
的 多 项 式 .通过 作 通 常 的 长 除法 容易 知道 ， 它 为 整 系数 多 项 
式 。 现在 我 们 求 首 一 多 项 式 ?的 唯一 分 解 定理 。 根据 这 个 定 
理 , 每 个 首 一 多 项 式 能 够 分 解 成 不 可 约 首 一 多 项 式 的 乘积 ( 即 
首 一 多 项 式 不 能 进一步 分 解 成 首 一 多 项 式 )。 并 且 这 种 分 解 寺 
到 该 多 项 式 中 因子 的 踢 数 都 是 唯一 的 。 特殊 的 首 一 多 项 式 
cM 一 1 的 分 解 是 众所周知 的 , 它 由 


pM — 1 — TT ey (5-277) 


d| 


D & Birko 和 Maclane [1953], p. 146. 


2) 283A] Van der Waerden [1950], p- 75, HE Birkhoff 和 Maclanc [1953], 
P. #6, 
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foul. ik BRS di MM EI Pir d 遍及 庆 的 因子 ,而 Pl 表 
RR d TRIAS. AAS ARRA EA, HR 
那些 第 d 个 单位 根 ， 这 些 根 具有 om e ! pE Om ad 
(ERIAS d TARAH). 我 们 知道 名 ;的 次 数 由 Euler 
Pe ol) 24, PRA PHAR. ERAT 2 
的 分 解 由 
d = pitpr- +> p'm 
给 出 ,于 是 
ped) = pi Cp — pe Cp, — 二) 一 
(5-278) 
例如 ,p(t2) = 1, p6) = 2, p13) = 12, 把 分 解 (5- 
277) SHU CY 一 1 OAR, ED RAS 项 式 
的 唯一 性 ,我 们 发 现 pt$) 必须 是 
PÈ) = IG, (5), (5-279) 
其 中 qdi) =k. 如 果 p 满足 稳定 性 条 件 ， 下 人 么 性 何 一 
个 名 ;至 和 多 可 以 在 乘积 《35-279)》 中 出 现 一 次 ， 因 为 否则 在 单 
位 贺 上 就 有 重 根 了 .如 果 pt5) 适合 相 容 性 ,那么 一 定 全 有 因 
F il, 它 恰好 是 第 一 个 割 圆 多 项 式 DG. 因此 我 们 证 
ART: 
定理 518. 任何 适合 相 容 性 的 首 一 稳定 奢 项 式 可 以 写成 
reli), Beh oD) 是 包含 人 DPD.(5) HAAS KE 
wR, 
Ai TS DIR AE ee PRS ORS Ih (2), 
我 们 需要 一 个 次 数 OAM SRS WR 人 io) 的 表 . H 
人 对 (5-280) 
这 个 表 是 容易 构造 的 ， 
于 是 ,如 果 PCO) 的 次 数 是 了， 那么 只 能 用 d 36 WR 
me Gist @¢ 0) TA ef) we AC — 1d. (5-280) 的 证 明 
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35.17 HBAS 


PEI = 5 — l; 
T5) =6& + I> 


(oo = 4 +E415 
gtd) = 2 jac = 7 + l, 
PCE = 67 E+, 
(>= St + + 4+ +1, 
PaE = ot + Is 
TB) = 6* — §*'+8'-§ +1, 
SS) = St —gt+ 1, 
i i A e e e 


pd) =f 


-| 


MSS MR <6) 的 稳定 , 首 一 且 想 容 的 多 项 式 p() 
一 一 一 -一 -一 一 -一 -一 _ _ 


=2 plp =i] 
ED E i a S a | 

k=4 (2 
PB) = ýt E + 


PLG = Ét EA 

ol) =- t+ 5-1 

agg =E Et O l 

k = 0 4 0 = 6 — 264 + 28? - 1 

oL) = b+ + - Go? -— sf -1 
PE- = 1 

PE) =G ET ot — Eo 

et". 


4 oH (5-278) 8S), 对 任意 的 4 我们 可 以 给 出 By Oe St 
公式 (参阅 Van ser Waerden [1956], p. 120). 对 于 我 们 的 
BIRDS Be. HUH Cd) << 4 的 全 部 OLCL) 的 表 就 够 了 . 

由 表 5.17 容易 得 到 次 数 <6 RUSK o(0) 的 表 [a > 2, 
pd) 为 个 ， 从 而 漫 有 < 使 得 eld) 一 5]。 PERE 5.18 中 列 出 
TRE Be SM, 


= .相生 »* 


5.5. 问题 及 附注 


$5.1 
I. Ca) Al FAO TERIA eps p-st gp yy FRR BS ID 
SAY Newton 表述 式 , 导 出 


mti 3 m = gs 
一 1 ( VG )\- to GC, ma gq 
on 用 4 p(k) cosx A PCA) cos x 的 形式 分 别 表示 
Vicos(x + k) Fl Vicos€x + 24), 
并 证 明 . 
m$ ptk) = —1, limA gepla) = 1, 
2. ERAS ASCE Simpson HIS 公式 


4 
Yp — Fp = pi AGG pn + 3fp-1 + 3fp-: + fp-:)> 


并 证 明 其 误差 与 Simpson — 公式 同 阶 ， 

3- 利 用 生成 图 数 , 证 明 

Kia = fp — Yms Me = 2% — rE, 
m = O0,1,2,°°- 

4. HR A = 0.1, 由 

Ca) EL Runge-Kutta 方法 确定 初 值 7 和 Yai 

(b) 取 了 5 一 3， 用 适当 的 Adams-Bashforth 公式 作 预 个， 
用 Adams-Moulton 公式 继续 计算 。 求 初 值 问 题 

y'= | — ry’, 0) 0 

的 数值 解 . 

5 EEA — ex — yw, yO) = 0, 用 步 长 上 一 0.1， 
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oy Re ee ge eS y —0.1) FO ¥CO.13. H Milne-Simpson 
公式 继续 计算 , 预 估 公式 为 

Ca) Adoms-Bashforth 270, A g = 23 

Cb) Milne 预 估 公式 《5-34)。 

lA: ya = 0.00500050t4,7, = 0.0049994997, 

Vig = 0.4555447054] 

6. 设 Ps(w) 为 次 数 之 29 的 内 播 多 项 式 , 其 内 搬 点 为 v_，， 

Xogo" xz， 证明 Pogo) PRB OT Ze Be 
T stm x 
= (Pig) + Po 一 zx] 一 >, ( an Y Vims s= 


m=O 


外 此 推出 下 面 Simpson 公式 的 推广 9” 


Yi — Vash Don" y, +R, (5-281) 


m = Ò 


1 stm 
on = | ( jae, m= 0,1, 2,¢-°+, 
一 4 2m 


R = Gaa VITTO EATE, ia 一 F< oe 
[应 开 在 推导 (5-42) tee FS 
7*. 证 明 在 问题 6 中 所 确定 的 系数 om 满足 


L 
Don — 
m= 


其 中 


rfl + >r 
+ 


1 1 
lo tebea Ls) 
“J 4 2° 


FES BER R oo 一 2, 


1 i — 
g = 2173m] 2 ) —~i! 2 |2, — -L i) sn ，， 
3 5 
tt i 2 


D 4> 1 tRNA RBM, HAT 


+ 329 = 


[ #l] FB ATR 
= s+ m bm 1 þat 
AONO -y+ 


+ 


Ne ay | 
和 关于 的 逐 项 积分 1 
§5.2 
8. KR FE OO Cp = 1,2,4): 
Ca) Yaga = Yam H Yni CD)Yn — Vang = OS 
Ce) Vya = 0, PRAE SF xe S= 0, y = 1 BY a 的 
fe. [这 样 生 成 的 序列 被 称 为 Fibonacci 序列 ] 


9. REE TD TE 
Ynti 十 akapa Hott Hayy, = ET 
的 一 个 特 解 , 其 中 < ERESMA 
PE) = ak ert lt 二 ow 


的 一 个 ptp = 0) 重 根 . 

10. 假定 oon 关 0otr 过 0: 证 明 线 性 差分 方程 

Ekia Yatk E Aktante- E tt Hb me = O 

TE n 一 1 处 独立 的 亚 个 解 系 在 某 个 = 全 各 丰 能 突然 变 成 相 
其。 

11.1% fo) ZEA KIB Le... tal 内 为 9 PER A PD, 
证 明 对 该 区 间 内 的 茶 个 了, 有 

fPCE = ATT fn. 

[4 次 应 用 Rolle 定理 于 函数 fs) 一 P(x), Heh Ple) 由 (5- 
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12) 给 定 ] 作 为 一 个 应 用 ,证 了 明 
limk VĚ" = le — Le Ce HR TOE, 
, (5-283) 
12.89 F # = 0 的 序列 《5-70), RIRE (5-62) 的 行列 式 
的 值 。 方 法 如 下 : | 
《ay E HH . - 
va = A VEGE Cg = 12 133 R= O0,1,°:+sp, — 1) 
所 确定 的 组 代替 (5-70), AE A 0; 
Cb) 通过 行 的 初等 变 狐 ， 将 该 行列 式 化 成 以 
AKL, — RA) 《一 12 一 091 ope — 1D 
沟 元 素 的 Vandermonde 行列 式 3 
Cc) All Ri (5-283), $ A> 0, 
13*. © aus Pas u5 I> -,4) ORM, 0 一 po, SE 
令 所 有 数 pa LIF Mee “a, PS. 证 朋 序 列 
{en} 当 一 00 时 无 极限 ,这 里 


Sn = qcos(tnpiit 8D + -+ t+ acos eip + 84). 
14, FARRER Fv A Kepler 方程 
t = ¥ — Esiny, 


其 中 zx = 0.8, e = 0.2, WERO yO 一 x。 在 第 五 步 后 应 用 
定理 5.4 来 估计 误 莽 .与 解析 解 


y -== xr + >> = J,(ne)sinnx(/, = n Bp Bessel GRR) 
下 三 1 
进行 比较 。 
IS WES ADA 
Yata — Ya = LM 2fyas — fass + Yaar), (5-284 


3 - ~ 
Yars ~ = g Alfar t Sfat 十 3 +f.) (5-285. 
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有 关 的 算 子 都 是 4 阶 的 ,并 证 明 它 们 的 误差 常数 分 别 为 和 
一 高 (ABITE rar 和 xs 附近 展开 Lyx) 341}. 


16. 用 使 得 与 
Fais — Va + OC Vas: — Vass) — FBCfars + fors) 

ARDS 4 阶 的 方法 来 确定 常数 x,8, 并 确定 误差 常数 . 
验证 由 此 得 到 的 算 子 是 不 稳定 的 . 

17. 通 过 直接 数值 计算 证 明 按 上 述 癌 题 得 到 的 不 稳定 算 
子 不 能 名 用 来 解 问题 5 中 所 叙述 的 初 值 问题 ， 但 是 它 作 为 与 
Milne 公式 连用 的 预 估 要 线 问 题 5 中 提出 的 预 佑 公式 为 好 上 

18, 确定 常数 es8 和 YY, 使 得 与 显 式 差分 方程 

Fara — Yaa + @C¥na1 — Yna) = 408 Coa — fa) + fal 

有 关 的 算 子 为 六 阶 ” 所 得 的 算 子 稳定 吗 ?“ 答 a 一 28, 6 一 12， 
yY = 36; F! ) 

19 .关于 稳定 性 的 充分 和 条件. 设 pt1) 一 0, HESS 

act) = fe. = EN ale 十 Yr? .二 7Y, 
的 系数 满足 yy r,s > r, 证 有 明 CORE RE 
ESE. 应 用 这 个 结 时 证 明基 于 数值 微分 的 方法 (5-48) 对 
于 f+ 一 0 各 一 1,2,3,4 是 稳定 的 ， 

20*. 建立 在 数值 微分 基础 上 的 方法 (5-48) 是 8 阶 的 . 通 
过 把 一 个 适合 的 项 加 到 多 项 式 o(#) 上 使 它 为 4 十 1 阶 [ 答 " 
al) 一 上 一 Be 一 1)9]. 

21*. 假设 由 (5-1207 确 定 的 系数 ca WEEE >| cop = 0, 证 
E Dahlquist 定理 【《 参 疯 Dahiquist [1956], p. 52), BU ATER 


13 eg J. Titus 完成 的 数值 斌 验 表 明 : 不 往 定 算 子 可 以 可 靠 地 用 作 预 佑 公式 . 
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BART pak, LHR p > ARR So, = C1) > 0] 

22 .确定 对 应 于 多 项 式 

(a) pL) = X$ — 204 + 207 — 1; Cb) off) = OF t+ 
一 1 的 最 佳 算 了 于。 

23 .证 朋 让 (5-1342 确定 的 系数 如。 满足 递 推 关系 


1 1 
tf > |- 1 2 ja- 
n 十 一 iid eo 十 -十 2 |27" 
k: (| Ranma a | 各 
at 


i 
~[2) am n= O0,1,2,°°*, 
着 
$53 


24 .对 于 Simpson 的 = 4K, (5-285) cL Milne 预 估 


AA (5-34) 订 算 增长 参数 4,. 

25*. 证 明 : 在 用 Milne HREM y = Ay, yO 一 1 中 的 
不 稳定 分 量 【 一 1jPe t 可 以 通过 下 面 的 方法 来 消除 , 即 , 对 
每 一 个 固定 的 次 数 《例如 ， 对 于 # 一 mp, p HRM, m =1, 


2,-. -把 由 Milne Fy: FRG ANA SHH Simpson 的 = 公式 
(5-285) FIS BIBS EE SCR Milne 和 Reynolds [1959]). 

26 .对 于 多 项 式 
(a) p(t) 一 一 Šg +2% > 


(b) off) = (5 127 — 2h cosa + 1) 
确定 在 引 理 5.5 中 所 定义 的 常数 T。 证 明 对 于 
pe 一 (人 一 1 有 了 一 cc。 
27. 让 明 在 差分 算 子 Live); 4) MRR A, (5-178) 
中 的 核 GCs) 满足 
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k 
| Gds = con 


其 中 C par Æ §5.2-5 PATE NAER. 

28, 如果 核 GCs) 在 区 间 [0,4] 上 不 改变 符号 ， 则 称 算 子 
[ytx);#] 为 有 定 的 . 让 上 明 广 交 的 币值 定理 55-177 对 一 二 
RA ER vO OOOO DEE (x) 均 成 立 的 充分 必要 条 件 是 算 
F LivG@e34) ABER. 

29. TERRIA 15 中 所 著 虑 的 算 子 是 有 定 的 . 

30. 关 于 有 定 的 必要 条 件 。 如 果 算 子 L[y(x);#] 是 有 定 
AY, KUE 8B, = 0, REAR signe, = sign Cpr WRR E 
有 定 的 并 且 Bx = 0, 证 有 明 pf,/o, 位 于 区 间 [50;11 的 外 部 ， 而 
A 

sign Pr — —sign Casi, . 

3 .对 下 面 的 特殊 情形 作出 定理 511 的 估计 : CG) 取 
q = 2 AY Milne-Simpson #E; (Cb) WW ¢ = 3 AY Adams-Bashferth 
方法 ; (c) a = 4 的 Adams-Moulton 方法 . : 

32. 改 迁 的 外 推 到 极限 . 在 这 个 问题 和 下 面 的 二 个 问题 
th Se k = 2s 的 对 称 ( 但 未 必 最 佳 ? 美 分 方程 。 讽 

Yas TH Oria Tot ob a@_.¥,_.- 

一 ALB af as: 十 站 -天 -二 十 Efa to (5-286) 
其 中 a, = — dps By = P-n MH 0, 1, ,zs 便 是 这 样 的 
差分 方程 。 证 明 与 <5-286》 GRA BPR Loves A) 的 
Ere p ABBY, FP OAL 

Live) A] = Cpp hy? 十 OCAT), 

33*. 12 HIE on (5-286) 的 稳定 和 相 容 的 差分 算 子 解 初 值 
问题 y 一 f(x yY YCa =n, 并 设 给 定 的 开始 值 沟 3, Yano 
F 于 是 取 # 二 0 首次 应 用 《5-286)， 如 果 开 始 误 差 cj 是 
OCRE), a = —sa cs + l,- — 1, HPA REM S.12 得 到 
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fg = 内 en + OCA), (5-287) 
其 中 
elx) = glee — EPt EY elad = 0, (5-288) 
Cpa 
C = -一 一 一 一 一 一 一 oo, 
P: + Pit 十 … a Ë: 
TEAR: MRA SiR SRE 


tx = RP e€x a) + OCAPTAY, (5-289) 
其 中 eCe) 由 《5-2887 确定 ,那么 关系 式 (5-287) 可 以 改进 到 
en = A elr) + OCA) (5-290) 
[提示 : A FAA 32 的 结 宁 ;导出 一 个 关于 景 
Za = €n — hrelr,) 


HEERA. MARAEA 5.6, W Z 一 ot) 
A] A= OCA) HR 05-290) 意 昧 着 应 用 Richerdeon WEIR 
趋 喇 于 极限 对 适当 的 开始 解 。 将 提高 近似 解 的 阶 二 个 单位 ? 
实际 上 :这 个 结论 只 有 妆 舍 人 误差 可 以 忽 酷 时 才 成 立 )， 

34 .证 明和 条件 《5-28973 SIRF AA 
一 Yap) — CAPO py? Oa), u= s,s thy es 1 

(5-291) 

成 立 。 

35*, 如 果 取 中 点 公式 为 预 估 公式 来 使 用 梯形 公式 ;并且 
只 作 一 次 校 式 ,由 此 得 到 公式 


Vert 一 Yr = > Attn + fF ists» (5-292) 


其 中 fa = frase Yodo far = fleas Yai + 2Afn). 根据 $5. 
3-7 的 结果 ， 这 个 方法 的 新 近 误 差 和 用 无 良 次 校正 的 梯形 公 
AHAA. 郑 果 无 损 于 精确 度 , 对 于 nn 守 1, 05-2929 可 用 公式 


D 在 这 方面 ;对 于 特殊 而 不 能 完善 的 辣 果 ; 驮 阅 Gaumt[ 1927] 和 de Voge- 
laere [1957], 
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You — Ve = Lafi + fe, (5-293) 


来 代替 ,该 公式 每 步 只 要 求 计算 一 次 信 x,1") 的 值 , AAR 
(Gi See x = Ay, yU) = 1] 

$5.4 

36. 对 本 | 本 十 


v= 一 二 >， 区 1 一 1， 


当 

(Ca) g = 1 CERE); 

(Cb) g = 六 ( 浮 点 运算 》 
时 ,用 Milne-Simpson 求 积 确定 函数 vp). 

37*. 已 经 证 明了 属于 5 二 一 1 的 最 大 算 了 的 增长 参数 4 
和 误差 常数 C 满足 不 等 式 


a, (5-268): C <2 * egy. (5-125) 


ane 4 =a +>, = C — ilea 证明 对 村 过 之 

AB = 27E leg. (5-294) 
[该 结果 表明 4 和 C 的 界 虽 然 分 别 是 严格 的 ， 却 不 能 同时 通 
近 ] 


38. BPR SH (5-268) 的 这 些 假 设 对 于 2 之 3 是 不 请 足 
的 ， 证明 该 不 等 式 对 于 推广 的 Milne-Simpson 方法 仍然 成 立 ， 
(多项式 rt#) 的 系数 仍然 是 下 的 。) 

39 .对 于 一 个 阶 睛 一 站 之 2 的 显 式 方法 来 说 ,一 一 1 为 
pf 的 一 个 根 。 且 对 应 的 增长 参数 <—1, [ Dahlquist, oral 
communication. ] 

40 ,确定 全 体 符 合 相 容 性 的 五 阶 首 一 稳定 多 项 式 。 

FE 


« 346 + 


§5.1-2 #0 §5.1-3, 其 它 的 线性 多 步 公式 已 经 由 Capra 
[1956], Keitel [1956], Löwdin [1952], Sconze [1954] H. 
变 步 长 的 线性 多 步 方 法 参 逆 Urabe 和 Mise [1955], Arse 
法 , PRS HE it RERE AS RE SSS A, h Urabe 利 
Tsushima [1953], Wilf [1957], Wall [1956] 给 出 。 Adams 
方法 的 计算 方面 由 Collatz [1960], p. 78 以 及 Ralston [1960] 
了 予以 讨论 .在 第 五 章 讨 论 过 的 所 有 方法 ， 实 质 上 是 根据 这 种 
畦 上 起 : 即 , 解 用 多 项 式 通 近 是 最 好 的 。 对 于 革 些 微分 方程 ， 特 
别 是 那些 具有 高 度 振 动 分量 的 解 ,这 种 逼近 本能 是 不 适合 的 ， 
而 用 某 些 其 它 简单 的 函数 类 , 象 指数 函数 ,可 能 较 好 .这 种 逼 
JEH Brock 和 Murray [1952] 进行 讨论 。 也 可 参阅 Certaine 
[1960]. 这 种 思想 值得 进一步 研究 . 

§5.2-1. 关于 差分 方程 的 一 个 更 加 完整 的 分 析 由 Goldberg 
[1958], Fort [1948], Milne-Thomsen [1933], Nérlund [ 1924] 
给 

§5.2-3, BAW ee PERT SE Deahiqutst [1956] 
FR ST 28 BAD“ BE AS ie tee a Se FAR IY. 

§5.2-4, 这 里 所 介绍 的 稳定 性 条 件 由 Todd [1950] 试探 
性 地 讨论 了 .这 里 所 用 的 确切 定 闵 取 自 Dahlguist| 1956]. 对 于 
党 微分 方程 数值 积分 不 稳定 的 方法 由 Muhin [1952a], Salzer 
[1956], Quade [1957], Kopal [1958] 提出 .稳定 性 的 许多 不 向 
的 定 艾 在 文献 中 已 经 提供 ,参看 Carr [1957], Liniger [1957], 
Hamming [1959], Wilf [1959], Budak 和 Gorbunov E1959], 
Ralston [19609], Huli 和 Luxemburg [1960]. 在 这 些 定 党 中 ，。 
有 些 与 我 们 的 收 敏 性 定义 密切 相关 ， 其 它 的 与 我 们 在 $5.3-1 
中 所 介绍 的 弱 或 者 条 件 稳 定 的 概念 有 关 。， 这些 定 义 常 党 只 严 
RATE oy = 447， 其 中 4 是 一 个 常数 。 + 一 0 以 及 
g = 1,2,3,4,5,6 时 的 微分 靶 的 稳定 性 Mitchell 和 Craggs 
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£1953] 证 明 . 

$5.2-7。 对 于 其 它 的 构造 其 分 算 子 的 方 祷 ,; 见 Frei [1954], 
Hamming [1959], Hull 和 Newbery £1959}, Robertson [1960]. 

$5.2-8, —“* 26 89 4s #2 IR] Ceschino 和 Kuntzmann 
[1958]. 

§5.3~1。 一 个 类 似 而 又 更 加 特殊 的 计算 ,由 Loud [1949] 
完成。 SHEAR Dahlquist [1951] 以 特殊 的 情形 报导 ,而 
关于 常 系 数 方 程 的 综合 性 讨论 由 Rutishavser [1952] 给 出 . 

$5.3-3。 稳 定性 和 相 容 性 一 起 是 收 合 性 的 充分 必要 条 
忻 这 一 事实 是 一 一 对 线性 微分 方程 一 一 由 Lax 和 Richtmyer 
[1956] 给 出 更 为 一 般 的 证 有 明 ! 也 苑 Richtmyer [1957]》. 

$5.3-4。 关于 Adams 方法 的 误差 界 有 大 量 文献 ， 克 von- 
Mises [1930], Tollmien [1938, 1953], Fricke [1949], Hamel 
[1949], Weissinger [1950, 1952], Matthieu [1951], Mobr [1951], 
Vietoris[ 19535, 1955b], Bahvalov[1955a, 1955b], Gaier( 1956], 
Zondek 和 Sheldon! 1959], Milne HRERIINS AH Richter{ 1951] 
(Air, mR RE REA E HR 2  Shura-Bura [1952] 和 
Hildebrand [1956, p. 219] 作出 估计 Eltermann [1955], 
Uhimann [1957a], Richter [1952] 和 Dahlquist [1959] 给 出 
了 用 各 种 线性 多 步 方 法 积分 一 阶 方程 组 的 误差 看 、 也 网 Hull 
和 和 Newbery [1959], 

$5.3-5。 离散 误差 的 麻 近 公式 由 Brodskii [1953], Lotkin 
[1954], Gray [1955] $ i. 

§5.3-6, 用 比较 预 佑 和 校正 值得 到 局 部 离散 误差 的 癸 计 
请 ,由 Lotkin [1957] 作 了 非 正式 的 讨论 . 

$5.3-7。 仅 预 佑 一 次 的 算法 由 Wall [1956] 1H, th aT W, 
Young [1957] 关于 这 篇 论文 的 评论 ， 

$5.4-1。 累积 伟人 误 闭 由 Bahvaiov [1955a, 1955b], Da- 
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hiquist £1956, 1959], Lotkin [1954] 给 出 ， 

§5.4-3, 在 多 步 方法 中 ， 舍 人 误差 传播 的 统计 方法 由 
Sterne [1953] 讨论 。 本 市 的 结果 在 Henrici [1960] 中 发 
表 ， 
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第 六 章 ”二 阶 特殊 方程 的 线性 多 步 方法 


第 五 章 中 所 讨论 的 方法 与 所 得 的 结果 虽然 只 蚌 对 单个 微 
分 应 程 曾 述 的 ， 但 是 正如 第 二 章 中 的 结果 推广 到 第 三 章 的 方 
下 组 一 样 , 它 也 可 以 推广 到 微分 方程 组 。 因此 ,例如 要 积分 一 
个 二 阶 微分 方程 
y” 一 Hry y) (6-1) 
(Roy LECAR eA y = z, 2’ = fr, es 并且 应 用 于 
第 五 章 中 所 描述 的 方法 之 一 如同 单 步 法 一 样 ， 这 个 过 程 是 
完全 合理 的 ( 始 不 损 拓 精确 度 , 也 没有 巷 费 不 必要 的 计算 ). 
好 困 要 积分 的 方程 形 如 
y = Hr), (6-2) 
BU FER a So Fo RR ig Rt SS, BB A BR AT 
这 种 类 型 的 方程 称 为 特殊 的 微分 方程 ,同样 : 形 如 
yim 一 ERD 
AJA EUA RA FE, AP OK 2 的 整数 .二 阶 
BERRIKO E” Fp E REA E, Olin. E A E 
力学 问题 中 是 经 常 出 现 的 。 如果 对 一 阶 导 数 没 有 兴趣 ， 那 乏 
大 为 二 把 它们 化 为 一 阶 方 程 组 是 不 必要 的 。 而 事实 上 ， 一 个 
多 世纪 以 来 ， 天 六 学 家 在 积分 (6-2) 时 所 用 的 多 步 型 方法 是 
不 使 用 一 阶 导 数 进 行 计 第 的 . 本 童 专门 研究 这 些 方法 ， BA 
这 理 论 太 体 上 与 一 阶 方程 的 多 步 枝 理论 相仿 ， 但 有 足 赐 多 的 
新 的 与 意料 不 到 的 在 误差 传播 领域 中 值得 注意 的 性 质 ， 因 此 
将 它们 的 讨论 另 立 一 章 是 合理 的 .下面 的 讨论 着 重 和 于 这 些 新 
和 的 方面 ,而 将 与 一 阶 情 形 多 少 有 些 类 似 的 方面 一 笔 带 过 .对 于 
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任 音阶 的 特殊 方程 ,可 以 建立 类 似 的 理论 . 然而 ,由 于 在 实际 
应 用 方面 , 高 于 二 阶 的 特殊 方程 出 现 相 对 来 说 是 少 的 , 所 以 ， 
找 们 只 限于 过 论 二 阶 的 情形 . 


6.1. 线性 多 步 方法 的 局 部 研究 


6.1-1. 某 些 特 蒲 方法。 我 们 要 做 的 第 一 件 事 是 导出 一 个 
满足 
y") = fx, r(x)) (6-3) 
的 图 数 的 类 局 于 (5-13) 的 公式 .通过 两 次 积分 ,我 们 得 到 公 
aK 
yx + DI) Ry +I" Ge ted 
x fr 92) de, 
它 也 可 以 看 作 基 带 有 父 项 的 Taylor A. SRA BAK 
说 ， 这 个 结果 还 不 够 理想 ， 因 为 我 们 不 希望 用 到 一 阶 导 导数 
Cx). 然而 ,在 同一 结果 中 把 六 换 成 一 和 并 相 加 就 可 以 消去 
一 阶 导 数 。 if) = 07,9), 则 二 个 积分 的 和 便 可 以 化 成 
如 下 的 形式 : 
1 Cx +e — 2 }fO0 de + e {x — k — pfs 


= 人 Ce FR DL) + fr — 2) J de, 
从 而 便 得 到 恒等式 
y€x +R) 一 2yCe) + yC — kÀ) 
= [et RDG) tr — de, (6-4) 


此 恒等式 是 许多 积分 公式 的 基础 。 FC) 换 成 在 点 rpt’ 
Xp-q 上 的 9 次 插值 多 项 式 时 , 按 我 们 对 x, 及 8 的 选择 , 便 能 


= 351+ 


A 法 


Stormer 
Cowell 
(6-15) 
(6-19) 


得 到 一 系列 的 特殊 方法 ， 上 其 中 一 些 方法 列 于 表 6.1 中 .。 Fm 
对 这 些 方 法 进行 仔细 的 讨论 . 
(i) Stérmer 方法 (St6rmer [1907, 1921D. 上 面 梗概 的 
说 明 给 出 
Ype 一 2¥p + Ve = >> Omir tas (6-5) 


其 中 
(— 1)" [e x 


[r Gee 4) 
-corfia-9[(Z)+(D)e eo 
26 SOR AN SASH, EAn §5.1-2 中 所 述 ,我 们 得 到 
SC 一 E oar” 一 eemi aS (6-7) 
从 
[iog (1 一 她 一 一 一 log (1 — 2) 
= l trt C+ set se + 


== PEN. 十 At’ + Aut + :: -了 :> 


«gaa 


其 中 知 一 1 十 三 十 十 去 表示 调和 级 数 的 第 m 次 部 分 
和 ,全 得 到 
padao) =1 十 Z ha 十 a 十 -. (6-8) 
C §6.1-7 的 不 同 的 上 下 文中 需要 类 似 的 展 式 ). 用 (6-7) 3 
(6-3) 的 两 俩 :我们 得到 
(1 十 二 jz 十 二 下 天 十 om 二 ou + au? + - 
> 3 4 


一 1 十 + 十 让 十 -一 -， 


由 此 得 到 弟 推 关系 式 
= l, 
'2 2 2 
m = ] ——# ml — A er T Tt — Fin 
g, 3 m-l 4 i mwt m4? +103 


m = 1 ,2,.*+-…. 


内 这 个 递 推 式 , 容 多 得 到 表 6.2 中 的 数值 . 


公式 (6-5) 的 使 用 大 臻 与 Adams-Bashfovth 公式 相同 . 
-BM Yee Yp- AGA, Voss RAE WSC Hh Ty A hi Ao Fs kK 
AR. EREN GAA. AA A RRR SH 
描述 的 方法 之 一 向 得 到 它们 。 为 了 市 省 十 作 量 以 及 增加 精确 
T, 建议 开始 点 取 在 对 zx 为 对 称 的 位 置 上 。 例如， 和 假若 需要 
3 个 开始 值 , 它们 应 定 在 *-:， Xis xy tis 2 HL I= IK 
4 = i Rj, Sörmer 公式 便 化 成 简单 的 公式 : 

Vor — 2¥n + Yp- = Afp (6-9) 
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《ii Cowell FRE (Cowell 及 Crommetin [1919D. BERR 
Re 6.2, & 


3 
Yp 一 279- 十 Ypa = A D IAT" ps (6-10) 


m= i 


其 中 
a= SON Ge OAC hes 
= (—) 7 i (—s) ies. 十 ( s+ -Ey ds, C6-11) 


像 上 面 一 样 确定 系数 o% IERA, HR 
S*() 一 Sot = 一 一 一 一 | (6-12) 


Jog fi — £) 
HSS ARE St = C1 一 rse) 可 导出 
Om = Om — Omis m = 12,06 °, (6-13) 


用 展开 式 (6-8) RL (6-12) HIP 4S F| 
t + = hg + Zong + Ce + ort + off + +++) 
=I], 


ABS Cs HA EK, RAS BER A ot = 1, 


2 2 zZ 
ga Hy Omg hs Omang — otte — m+ Amaito 5 
m = 1,2,-°+°+, 


5a CEVA Æ 6.3 中 的 数值 . 


26.3 ot WH 


Cowell 公式 不 用 于 9 > opt E. 4g 一 1 时 它 化 夸 
Y6-9]。 当 4 一 2 和 3 一 3 时 ,我 们 得 到 通用 的 公式 


Yp — 2¥p-1 + Yp- = A fir- 1 十 5 Vt 
= TAU + 10fp-1 + fp). (6-14) 


42> 267 Cowell AA ORAR RIR AIAS ye AAA TE A RG 
H. Rid ai fp, 中 的 变量 。 除 微 分 方程 为 线性 的 情形 
外 :所 产生 的 关于 y, 的 方程 是 非 钱 狂 的 ， 它 可 通过 和 夺 代 证 米 
求解 ， 正 如 在 §5.1-2 Gi) 中 所 描述 的 。 定理 5.4 PR RTE 
过 程 的 收 敏 性 ， 那 里 给 出 的 误差 估计 式 也 能 应 用 《将 上 失 为 
A). 由 于 Stormer 公式 的 左 端 有 相同 的 ya HAAR, HR 
推荐 为 预 估 公式 . 

《ii 男 外 的 一 些 特殊 方法 。 男 一 些 有 用 的 公式 可 通过 
Werte ATS, BAPTA Nysuim & 
Milne-Simpson 方法 的 推导 . BR = 24 及 x 一 +p_1， SI 
公式 


Ypy — 2Yp H Yp- = ÅT > Tm fps (6-15) 
FL Fa BE Tm 由 
com coef ao GCE a ye 


(6-16) 
给 出 ,其 生成 函数 汐 


TG 一 vt 一 | 4 一 47 十 天 
之 leg €1 — #) 1— Fr 
(6-17) 


d CFRE RN Ty = $, T = — t, 
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£ 2 
Ta = ł 一 Ey AW at a Pi Åt ma 下 Amtn 


m = 2,3,» 


表 5.4 给 出 数 什 结果. 


Æ G.A rw 的 iE 


1 
ie 


Pr 


公式 46-15) 为 显 式 ， 当 3 < 一 2 了 时， 该 公式 不 被 推荐 ， 
3 一 2 时 得 到 简单 而 又 相对 精确 的 公式 


4 
¥ p+1 -F ZY pi + Fps = 3 A'i fa +- fe- 十 fez}. 


(6-18) 
HP n = 0, REI a 一 3 也 得 到 同样 公式 . 


在 (6-4) YER A = 24, x 一 xp-2， 全 导出 另 一 组 公式 ， 
我 们 有 


4 
Ye — 2Yp-2 + yp = A? D> RV Fs (6-19) 
m=0 
其 中 


zw 一 (一 De (—s) (CA t+ ( Y ds, (6-20) 
H AR PE 


= F} 
T*(1) = Y rtr 一 | 一 一 | (4 — 424?) 
mo - 


log {1 — 4) 
(6-21° 
Ay FA aa EY A SS ae PS A or = 4, re = —8, 
4 2 2 
ti = t+ r = A G Bata 一 == * 
2 


mT ma Sekar, 
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通过 对 《6-172 5 C6 -21) 的 比较 ,我 们 还 可 得 到 
Th = 一 
容易 得 到 表 6.5 中 的 数值 结果 ， 
当 g = 0,1,2 了 时 , (6-19) 具有 不 规则 的 形式 ， 改 不 推荐 
它 去 解决 实际 | 问题，4 一 3 时 该 公式 为 
Ye 2¥p 2b Ypa WM fp a + foa t Syste 


ith, (6-18) Sit, 4a=— 4h, AT rf = 0, 亦 是 
3 -= SWI, (6-19) 化 成 为 


1 
Vp 一 23 F Ypa = TEL 十 16fp1 + 26f,-3 


+ 16f,-3 + fpat. (6-22) 
还 有 一 些 公 式 可 以 通过 对 上 述 的 基 些 公式 线性 组 合 而 成 ， 世 
可 和 参看 §6.1-6, 


6.1-2, XT ARAB EO RT. ORI SR a S 
AIERAADAE 
Akfar F gafara bt tt E Yy 

= BAB af anvk 十 和 kg 可 ok- 十 十 Bunt (6-23) 
的 特殊 情形 ,其 中 太一 其 zmyym)。 IR PRIA SS (5-58), È 
A RRR A 这 个 重要 的 和 不同 外 ， 是 完全 相同 的 .在 本 章 的 
余下 部 分 ,我 们 将 集中 考 虚 一 般 的 流 达 式 《46-23) i AR Se 
§6.1-1 HARTER AE. 沟 了 对 用 于 积分 3” 一 fey A 
(6-23) 定 兴 一 个 好 ”的 方法 , 我 们 仍 试图 发 现 必要 与 充分 条 
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和 许 ， 在 研究 的 过 程 中 ， 对 本 章 开 头 探 讨 的 具体 方法 的 性 质 将 
可 得 到 透彻 的 了 解 。 在 整个 过 程 中 ,我 们 假 届 a, 关 0,1ow| 十 
18o1 > 0, 于 是 差分 方程 C6-23) 的 阶 太 被 唯一 确定 . 我 们 
指出 ,对 于 $56.1-1 中 所 考虑 的 特殊 方 薄 , 步 数 中 至 少 为 2， 
与 差分 方程 《6-23) 有 关 的 差分 算 于 为 
L[yCx) 34] = ayl + RAD + oie + (A — Dat = 
十 yl) 一 K {By Ca 十 RA) + Peay’ Cx + CA — DAD 
+e + Bar Ch (6-24) 
此 第 子 可 以 作用 于 任何 具有 二 阶 导 数 的 阔 数 y(s), 但 日 前 内 
VATRA ZOSI ERRANA E., 这 样 我 们 便 可 将 
(6-24) Fe Ae BH SF] 
LIY); = Coyle) + Cs 十 


Cy PURI Boe, (6-25) 
E rh Clg = 0,1,2,°--) 与 y(x) 无 关 . 特别 是 ， 
Cy = ot eT 
C, = a, + 2a; + ves be hates 
Cs 一 二 fo, + 2%, +--+ + kia} 
Gi 
1 一 之 got 一 对 
_ QF -Ņ if 十 -.- Hp FF 
Ca a Ba or AITB) 
q = 2,3,---, (6-26) 


324) AF (6-24) 的 阶 PTE MAE C0, a= 0, 1st pls 
C pta = 0 的 唯一 整数 . 与 $5.2-5 一 样 ， Sy UE 2 与 C p+ 并 不 
(ec, 假如 将 46-23) FOR 


ne 十 上 十 -十 hae = WB rt Free + Bofn+et. 
HEX 


Live) 54] = APP Cyt Ole) + O), (6-27) 
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因此 ,一 个 算 主 的 栓 可 以 看 作 是 : 当 以 yw KRH T= fC 5 
的 精确 和 解 时 , (6-23) 所 满足 的 精确 度 的 一 个 量度 ， 在 给 定 阶 
的 所 有 差分 算 子 类 中 ,常数 
Cras 

Bot fi + ct mb fg 
称 为 误差 常数 。 它 表示 对 精确 度 的 更 进一步 的 度量 .值得 注 
意 的 是 : 对 平 几 算 子 LEyYCx);58] 蒋 以 一 个 非 零 常数 时 ,P 与 
CANE RB, 

— 7) FOB SiR ee Be hs 一 一 计算 常数 Co， 
Cio -… 人 恒 可 求 得 。 如 果 已 知 当 Ytx) 的 次 数 不 超过 卫士 工 次 
多 项 式 时 Live) 358] ~ 0, 们 对 一 些 次 数 为 十 2 的 多 项 式 

LEiytx);A] = 0, 

SARA p. 现在 我 们 来 看 看 $6.]-1 中 的 特殊 公式 。 E 
当地 选择 + As, 它们 均 可 变 成 形式 


(6-28) 


3 
Fate — 245 + Yast = A? > Tin f ntce (6-29) 
we= i] 


由 于 这 些 公式 的 构造 ,它们 对 Kery = Oe) BS RA 
多 项 式 是 精确 的 。 为 了 使 它们 对 弛 十 1 次 多 项 式 丈 精确 ， 必 
须 在 右 疯 加 上 ga VO fan 项 。 由 此 便 得 416-297 BIBT po 
其 中 使 es 关 0 的 第 一 个 > 9 的 整数 。 为 了 确定 误差 常数 ， 
我 们 假设 《6-297 HA p = qa + 1P Am Yen sO GB 

yw) = xt 


则 由 于 vrr” 一 Am, A 


a 
Vass 一 Yn 十 Yna — AD VV se 
m= 0 
= R Y ga Vo ee = ATOY gag -+ 3) 


HE TG ng A GA A Sj C6-27) 比较 ,使 得 Cpr = Tarra Bot 
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Pit oeo + & BOS fey) 一 1 时 入 等 于 EY Vif... 出 此 
TE Bot Be tet HB rn TEH Tyn 和 0 有时 我 们 对 
MAR (6-29) 的 方法 均 有 
C= Tan Yn. (6-30) 
$ 6.6 给 出 了 J 了 $5.1-1 RRA AAE r RC 


6.6 MARK PTR R Bins wR 


qe RARE 

A LSS EAB. 

6.1-3. PRR. GB Lile): 5— A eh Rt. RN 
HA |e? *?Ce) RY EAR Lire] AL 车 存在 广 
EIGE, tE 


Liye); k] 一 APC ppt PT EY (6-31) 
成 立 , 其 中 芯 是 某 个 指定 区 间 中 的 点 ,于 是 立 得 其 界 为 
ELCA] = A| Cpl Y. (6-32) 


看 来 对 任何 一 大 类 特殊 算 子 都 获得 (6-31) 是 困难 的 。 然而， 
对 于 许多 有 兴趣 的 公式 、 广 闵 中 值 定 理 是 可 用 特殊 方法 来 证 
HARI. 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 都 假设 yO (2) eee. 
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如 一 0 时 与 Stirmer 方法 有 关 的 算 子 汶 
元 [yz A] = yx + AD — 2¥Ce) + yix — A) — AY" Ce), 

Hf yCr + ADB yee — AD 展 成 的 办 级 数 直 到 村 项 并 引用 
带 导数 形式 的 余 项 , 便 得 到 

LIyCx) 3h] = = Hy) + MCL}, C6-33) 
Hh (BAP OAc cic xrtABx—-hActj<cr, 这 
Ae a A SRE SM (6-32). OTM (6-33) 推导 出 一 个 
J MESH, 我们 指出 YY OEM —+ERBRMAERL 


Bcc oo PRIMO Ry.) 之 间 的 所 有 值 。 因 此 , 特 
列 是 驹 某 个 满足 如 一 二 六 的 上 有 


yl) 一 = Ly) + yY. 
立刻 得 到 关系 式 
LIyC=) 34] 一 = Aty™ (CL), C6-34) 


对 于 Cowell 方 寺 4 一 2 的 情形 ,可 用 关羽 于 证 明 避 -427 
时 所 用 的 论据 来 证 明 ， 
yir 上 有 -一 2y(Kx] + le — k) — 5 hly lax + hk) 


+ 10y” C) + Cr 一 有 一 =i MYCE) (6-35) 


WT Cr 一 天 ,x t h) RART CBA. 
EE — P ta ARRAS, t o rA e- 
24) 可 表 成 


Live) 34) = a??? 人 GCCr)ytetafzr 十 sh)dt, (6-36) 


利 胃 带 有 余 项 的 积分 表达 式 的 泰 劳 公式 , 若 核 GCs) 在 [0,4] 
中 未 变 号 ， 我 们 可 以 推导 出 广义 中 值 定理 ， 如 在 第 五 章 问题 
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28 PURE. 车 Gts) BS. A 
[ELEY] | = A UGY, (6-37) 
其 中 
G = 上 GCD eas, (6-38) 
XT SH 06-18) BRB TE VEE RIA A 
Aik (6-36). 不 和 失 一 艇 性 , 令 xi 一 0。 并 在 原点 附近 展 
开 , 得 到 


yC2k) — 270) + ¥(—24) 一 =. AL ye" CA) + "(OD 


+ "Cay 一品 B GOY sh}ds, 
其 中 
z2 一 95 — a —sy, Osl, 
C0 = ts), . l<s<i2 
51 
H. Gin = GCs). WHFS 2, PRA 
GOO) > 0, GOs) > 4, 

FASE Descartes 符号 的 法 则 ， 容 易 证 明 CO) Oe s <1 
中 无 零点 。 因此 证 明了 —2= 52h GOs) > 0, FR’ 
中 人 恒定 理 成 立 . 

同样 可 以 证 明 关 于 《6-22) WAT ee GOs) S0, FH 
广内 中 值 定 理 也 成 立 。 

6.1-4. 收获 性 ; ROR. FRR Pr OM (6-23) 沟 Vapa 的 
Bet N77 EE. (6 ae BB O54 89S, PR Cry) BREA A Lipse- 
hitz 常数 工 的 一 个 Lipschitz 4 fF, Wl (6-23) Sa aa 


lal 一 rae (6-39) 
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的 到 有 了 唯一 解 Yor 这 个 解 可 用 55.2-2 中 所 描述 的 逐次 代 
人 法 来 获得 。 对 于 所 有 满足 Y6-39)7 a9 4, fA 
Yam = RoR + 1,4.) 

可 视 为 由 开始 值 ;入 ,Yi 唯一 确定 的 函数 ， 十 是 它们 
为 中 的 国 数 : 

Ya = ne), a= 0,---,k — 1, 
我 们 期 望 对 于 一 个 “好 ”的 方法 来 说 ， 假 如 开始 值 是 适当 选择 
的 ， 由 此 产生 的 知 当 下 一 0 且 >。 一 +* 时 趋向 精确 解 在 x 点 
的 信 ， 这 个 直观 的 概念 可 用 下 面 收 合 福 定 必 形式 化 . 

TEM. 由 (6-23) 确定 的 线 竹 多 步 法 称 为 败 伍 的 。 若 下 
面 的 陈述 对 潢 足 定理 1.1 条 件 的 所 有 了 国 数 fx,7Y) 以 及 一 切 常 
Ren Rn’ TEBE AN. A y(x) 表 示 初 值 间 题 

y= Kaay) vlad eq, a) mn {6-40) 
RJ AFE » Mi . 
lim y, = yC) (6-41) 


Ta 


ARI xE [a,b] 以 及 所 有 由 (6-23) 确定 的 上 其 有 满足 二 全 
ae tT 
limy,(4) = 43 a= 0, t", — l, (6-420) 
lim #4) 一 mA 一 ys =l,- ,ġ—]1 (6-42b) 
Ao E A 
的 开始 值 六 一 mA 的 序列 Ly} 成 立 。 

这 个 定义 与 一 阶 方程 相应 的 定 必 其 差别 只 是 附加 了 条 件 
《6-42b)， 它 保证 了 开始 值 正确 地 近似 所 需要 解 的 初始 斜率， 
为 了 使 (6-422) 及 《6-42b) 成 立 ， 开 始 值 为 精确 的 [ 即 $y 一 
yx 这 显然 是 充分 的 但 示 是 必要 的 . 

6.1-5. Jta tE; 稳定 性 条 件 。 将 差分 方程 《6-237 a 
分 算 子 《6-24) 与 多 项 式 
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PCE) 一 mkt 十 ott oes + oy, i 
a(t) = &,6% + By, G87 + +++ + fo (5 43) 
联系 在 一 起 是 方便 的 .。 友之， 用 任意 二 个 具有 实 系 数 且 满足 
a, 22 0, Jed + (fo) = 0 AUS Wisk, (6-43) 便 可 与 一 个 差分 
算 子 (6-24) 联系 在 一 起 . 

定理 6.1. H (6-23) 确定 的 线性 多 步 方法 下 和 笋 的 一 个 必 
Bote Sy SI oO 的 很 的 模 均 不 超过 1, 且 模 为 Re 
重 数 最 多 为 2. 

这 样 加 于 ell) 的 根 条 件 称 为 灼 定 性 条 人 忻 . 

它 的 证 明 类 人 忆 开 定理 5.3。 BDA AUHEN A y” = 10， 
yO) = yO) = 0, CHB RRESTS. Gls eb) 的 一 - 
全 根 , 则 yy, 一 A Ret” 定义 了 相应 的 差分 方程 的 一 个 解 。 它 同 
NATE C6-42). BAUS, EA limy, 一 0。 对 于 为 实 
的 情形 ,立刻 得 到 上 | < 1。 若 为 复 , 我 们 从 二 个 方程 

LCE A EP) 一 及 于 Cr AM) Yans 
中 消去 57 而 得 到 

i iene 一 Yat ~~ Fatt 

2 Ee 
WFP RAE. sa TS. 因此 去 端 
a5 Ge E BRAE 11 <1, 否则 这 是 不 可 能 的 . 

BoA el) 的 一 个 重 数 超过 2 的 根 , Ay, = P Re nt" 
定 关 差分 方程 的 一 个 和 解 。 对 于 我 们 和 的 问题 , 它 仿 满 足 (6-42). 
因而 对 于 一 个 收 误 的 方法 来 说 , 若 玉 一 x 这 0, A 

lim ya 一 0, 
若 二 为 实 的 :立刻 得 到 1 1; 若 它 为 复 , 我 们 从 方程 - 
PRP EY + E”) Se 
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Be 
[ni PRANCI d EO) Yaps 


中 消去 ir, 恒 得 
# fab — Pnt 
” a 
其 中 g, = nA Oy Ca = 1,2,-°--). FM AO, 2, =r 0 
ay, z, = px “ys, > 0, RS, Bel lo] 一 上 
值得 注意 的 是 56.1-1 中 所 考虑 的 建立 在 积分 基础 上 的 
所 有 特殊 方法 ,都 满足 稳定 性 条 件 . 
6.l-6 tät; PRP. 一 方面 稳定 性 条 性 对 于 
小 的 初始 扰动 起 着 不 使 它 过 分 增 大 的 作用 ,但 不 足以 保证 其 
WORE, 还 必须 加 上 其 它 条 件 , ESAT (6-24) 至 少 局 部 
地 是 微分 方程 的 一 个 好 的 近似 . —_ 
定理 6.2. 一 个 收 生 的 线性 多 步 方 法 56-237 的 阶 至 少 


+ 


AV, 
这 个 相 容 性 条 忻 要 求 $6.1-2 中 所 引进 的 常数 C, 满足 
Ci = Ci = C= D; 
利用 多 项 式 (6-43) 可 以 表示 成 
PC1) 0, p17 = 0, PCI) = 201). (6-44) 
注意 ,由 于 稳定 性 和 条件, 对 于 一 个 收 颌 和 的 方法 , "C1 Ae 0, A 
此 oC) 也 不 为 零 ， 
定理 6.2 的 证 明 。 我 们 将 逐个 证 明 ， 对 于 一 个 收 钱 的 方 
法 来 说 ;由 (6-26) 定义 的 常数 Co Co CG WHE. 
首先 考虑 初 值 问题 y ”一 0，y(0) 一 1, y《(0) = 0, 
确 解 为 ?kx 一 1。 差分 方程 (6-23) 为 
Agari F Ekat- F Ht oy, = OL A = 0,1,2,-°°-, 
- (6-45; 
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假设 精确 开始 值 满足 (6-42)。 则 对 于 每 个 x > 0, HA 


因为 由 (6-45) 确定 的 y, 并 不 依赖 于 4, 这 条 件 就 等 价 于 


limy, = 1. (6-46) 
TE (6-45) 中 令 n — 00, HEF 
tp 十 et bt hae E (6-47) 


它 焉 好 就 是 C= l, 
其 次 ,考虑 问题 y” 一 0，7Y(0) 一 0，(0) 一 1， 它 的 精 
确 解 为 Yix) = a, T Ya VIWE (6-45). 假设 
y = p hC p = Q, l;t — 1) 
为 精确 的 开始 值 , 易 见 7, 一 azn, 其 中 {za} 29 (6-45) 的 解 ， 


而 开始 值 汐 zx 一 jp。 这 个 解 与 # 无 闫 ， 由 于 方法 的 收 化 性 ; 
对 每 个 x > 0, 有 


lim 22 = Í 
jt. * 
HH ih TE 78 
lim 22 一 上 (6-48) 
tte #} 
将 方程 


1 二 

ttm —O0,1,-°-.7 RA, A (6-47), 我 们 得 到 关系 式 

Egza F Cr + CTED E PENTE te ~- 

+ Cay + ex- 十 ”十 Mzaa == D, (6-49) 
其 中 
D = wt + sm 十 om) 十 
十 zka th een Feet ct tty) 

Ei an LAA. 以 # 除 以 (6-49) Fe n— o, EH G- 
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48), 我 们 得 到 


a H Ca t agad -ee t e + e o Haml 
或 
1D 二 :二 20. 
它 等 价 于 CC = 0. 


最 后 考虑 问题 y” 一 2, y0) 一 ?0 一 0， 其 精确 解 为 
ylx) 一 x**， 差分 方程 《6-23) 此 时 便 为 
CV noe 十 kaynyt Hor HA ayn = 2470 Be 十 H+ OB), 
(6-50) 
RIJE SS TEAR AIP PA HE Hild, PCL) = 9 C1) = 0, 
HEH TRE BE pP d) 0。 因此 


Rag + CR — lera 十 Va, = p O0) + C1) ss 0, 
可 以 证 明 
ya = Kn, (6-51) 
其 中 


ge Met Baa Ho + BD 
Reo, + CR — 1 Yera Fee + le, 
KE SL C6-50) 的 一 个 解 , 当 要 一 了 一 0, 它 也 满足 (6-42)。 因 
tb, APA TRS e > 0, 有 
Kx‘ 一 lim Pa = x’, 

出 此 得 下 二 1, 意思 是 C; 二 0, TEZ J Ee 6.2 的 证 
BA. 

易 证 $6.1-1 中 所 描述 的 那些 特殊 方 污 。 在 定理 6.2 的 意 
SP BBA. 

6.1-7. RAM HRF OHI. 本 节 将 指出 : 对 于 一 个 给 
定 的 满足 pt1) 一 p(1) 一 0 的 多 项 式 p(t)， 人 怎样 将 多 项 式 
of) 与 它 联 结 在 一 起 ， 而 使 得 由 (6-24) 确定 的 有 关 算 子 工 
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具有 最 大 可 能 的 阶 . A Ag, Bee 

pL) = Clog i) pt) — ofZ), (6-52) 
HE AWRY 5- 平面 取 logt HEAMKA Aee., 
5 §5.2-7 中 的 证 有 明 完 全 相同 ,我 们 可 以 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.1.。 与 多 项 式 el) 及 alt5) 有 关 的 差分 算 于 (5- 
24) 确 汐 了 P 阶 ,其 充 要 条 件 是 函数 p(t) 在 4 一 1 处 有 一 个 确 
为 了 次 的 零点 . | 

易 得 与 定理 5.7 类 亿 的 如下 定理 ; 

EH 6.3. $ o) 为 满足 p(t1) = PO) 一 0 WARS 
项 式 . 对 每 一 个 满足 0 SK Sk, 存在 唯一 的 一 个 次 
Bak 的 多 项 式 of), 使 得 与 之 相关 联 的 算 子 工 的 阶 至 少 
-rE da i 

和 证， 由 于 pk) 在 “一 1 处 有 二 重 根 , DAR Cogg) eE) 
在 5 一 1 处 解析 ,因而 能 展 成 一 个 Taylor MB, $ 


pt) EET r 
Clog Ly co + ct t) + elt 1) + 3 
(6-53) 
规定 
TLE) = ep tei — 1) +--+ tey— 1)”. 
(6-54) 


mk plo) 在 $ = 1 RAP RRS a’ 士 HSA, H. 
与 之 关联 的 算 子 由 引 理 6.1 其 阶 eS CR +1) SF e+ 
除非 cerry 一 0)。 EZ, BLAS +1, We) OES 1 
处 有 一 个 重 铬 为 久 十 1 的 零点 ， 并 且 由 于 Taylor ER AS HE 
一 性 , 仅 当 ot58) 由 C6-54) 确定 时 才能 是 这 种 情形 . 

“定理 6.3 RGR =k +l ERK 一 万 时 才 有 实际 音义, 前 
者 导出 最 好 的 皇 式 方法 ,而 后 者 导出 最 好 的 隐 式 方法 (除非 发 
生 ct 一 0 的 情形 )}。 定理 63 的 证 明 方 法 同时 导出 误差 常数 
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的 简单 公式 。 否 差分 算 子 《6-34)》 有 和 阶 ， 则 在 《6-27 mS 
yir) = zs 恒 得 到 
ple*) ~ h’arCe*) mo C pph tT + OCA), 
其 中 Cp < 0. 将 e* 换 万 上 并 注意 当 一 0 时 
A= logt—t—1+ ol — 1)), 
4 E — 1 ASS, 
Clog p) PLE) — off) 
= Cent — 1)? + OC — 19°), (6-55) 
FH UES. Cow = cp, 其 中 cp MRI (6-53) RA RR 
Bl off) 中 去 的 不 为 零 的 第 一 项 。 由 于 ol1) 一 co， 由 此 可 得 
C = cpf Cos (6-56) 
如 果 想 要 (6-23) PA FATA OB far HAR 26 oP KR A 
示 : 为 了 方便 起 网:; 引 人 变量 * 一 81 — 07), BABS V fase 
就 提供 多 项 式 ol5) 中 O47 这 一 项 。 用 
PCE) = oF RG), ofS) = ES (6-57) 
SEG SISK Rt) BSC), AT logg = — log (1 一?) 以 及 
t —1 = Kl — y [s + OC), NM (6-55) 便 得 到 关系 式 


| log a DP SC = Cpt + OCH). 
(6-58) 
ai p > k, Wa SIMs S@) tT s 
Clog C1 — 29] RCz) 
fet = ORGY RR Taylor SIN, MH Cr 为 这 个 展开 式 中 
紧 拉 着 不 为 零 的 项 的 系数 . 
为 了 说 明 问 题 , 令 eff) 一 5 一 25* 1! 十 5 ,我们 得 到 
Rt) = r, 且 由 展开 式 


r 


[log {1 — Ð F 


= gf + off + ofr 十 -> 
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《参见 §6.1-1) 便 清 楚 地 看 由 多 项 式 SQ) 的 系数 就 是 Cowell 
公式 《6-10) 的 系数 。 从 我 们 现在 的 更 为 一 般 的 观点 出 发 , 采 
用 类 似 的 方法 可 以 有 规律 地 推导 出 在 $6.1-1 中 所 讨论 的 其 
它 方法 . 

6.1-8。 稳定 算 子 的 最 大 阶 ， 前 一 节 的 构造 可 以 应 用 于 

任何 符合 相 容 性 条 件 的 多 项 式 off), 即 满 足 

PCL) = pCi) = 6, 
通过 对 eC) 的 合理 选择 ,入 们 可 以 期 望 ， 通过 对 所 含 倒数 的 
个 数 的 计算 。 把 由 此 而 产生 的 算 子 的 阶 数 直 推 到 2* 阶 ， 然 
i> SRE et? 为 稳定 时 ， 并 不 存在 这 种 可 能 上 性， 我 们 将 证 
明 ,对 于 与 这 样 多 项 式 关 联 的 算 子 的 最 高 阶 数 , 当 太 为 偶数 时 
AR+ 2; 4k MPRA + 1, 

令 OX -PHARAHRAR ERE tE g AHN SH 
UY. 我 们 再 引入 由 (5-111) 确定 的 变量 zh (5-112) 确 
ESMA ra) Rss). 由 于 一 1 是 pl) 的 一 个 恰 为 2 
ER., = 一 如是 ”ko 的 重 数 恰 为 2 的 根 。 因 此 我 们 有 

r€z) = az? + a? 十- + aet, 
其 中 az 0. 不具 一 般 福 ,可 以 假设 
a => 0, (6-59a) 
2G We Bl) reo 的 乘积 形式 并 利用 rtz) 无 一 根 具 有 正 的 实 部 的 
事实 ,正如 §5.2-8 中 所 拖 述 的 可 得 
dx 3 (6-59b) 
HERA IAG AR BEEK 
— ht Zz 
pe) = (H) e (FE) = [be 


= 


Eo 


— sCx), (6-60) 


D 我 们 喜 正 需要 的 只 是 下 面 的 较 红 形式 的 稳定 性 条 件 : ol ERR 
AF I, ASE SLRS, 
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由 于 一 1 一 2x + OC, POE = = 0 A —- PSS B 
M4 pl eo 一 1 处 有 一 个 同 阶 的 零点 ,因此 , 由 351 理 6.1， 
SARS ARTA Pwr. 令 


P i | rC) 一 加 + bye 十 bya? 十 ---, (6-61) 
I 1+ F 
og -~~ 
1 一 z 
由 此 得 出 ,着 该 算 了 于 为 了 阶 , 则 
sCz} = by + biz + ++ - + Bye? 1 (6-62) . 


AAR. O me HAR. 因此 ， 有 关 的 算 子 的 阶 超 过 
k +1 AIS bay me = bp = 0, a> 
ls =} = dy + dst + dyst tees, €6-63) 
log E7 
°g 1 — z 


= r> kE a, = 0, h C6-61) 便 得 到 


by 一 doas 


b, 一 dass 
Bay = dyta 十 diaz, + +++ + da (6-64) 
brsti M doam 十 dtp Hott + daas 
. ype 1 2,"-。 
下 面 我 们 将 和 证明 
di 0, ww ,2..，*. (6-65) 


假设 这 个 不 等 式 正确 ,我们 区 分 两 种 情形 

Gi) 落下 为 奇数 ， 利 用 (6-65) Æ (6-59), MI (6-64) 
便 得 到 

bry ™™ daie, F daaa H er A dkat < D, 

而 且 p> k+ 1 基 不 可 能 的 。 因 此 有 

定理 6.4.。 其 步 数 束 为 奇数 的 稳定 算 子 的 阶 不 能 超过 
A+ 1, 

站 十 工 阶 算 子 的 存在 性 已 经 由 定理 6.3 BR, 
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GD- E k ARA. UA 


| ‘Bhaa ™ dyaka F diar st F dra, 
FHT (6-59) E (6-65), dhen m 0 RRA FERRED 
d, "= ag ™e ts = age, = U, 


APSE LB ORR. C= ra) 由 
于 在 稳定 性 假设 下 ,rtx) 不 能 有 任何 具有 正 实 部 的 根 ， 阁 并 
不 能 有 任何 负 实 部 的 根 .由 此 得 出 >(s) 的 所 有 的 根 均 为 纯 上 
数 ， 且 pt5) 的 所 有 的 根 其 模 为 1。 由 于 (6-59) 及 (6-65), 
Ory, = daak 十 diaga 十 十 dyad, < Ü, 
所 以 阶 不 能 超过 不 十 2 因此 我 们 恒 证 明了 : 
定理 6.5. 一 个 稳定 算 子 的 阶 ? 不 能 超过 下 上 2 对 于 
p= k +2 RBA AOR, off) 的 所 有 根 其 模 为 1， 
HH elt) 由 《6-54) 所 确定 . 
我 们 称 一 个 满足 定理 6.5 的 条 件 的 算 子 为 最 佳 算 子 。 E 
理 (6.5) 的 证 明 方 法 同时 提供 了 茶 些 表 达 式 以 及 关于 一 个 最 
佳 算 子 误差 常数 的 不 等 式 ， 由 于 5 一 1 一 2z 十 Otz”)， 从 
(6-35) 得 到 
. pCa) 一 2 -ec sg + OCz?*), 
a p> &, AEA Cpr = 2* 7° 6,. 利用 
aC 1) = 24s(0) = 2%b0; 


我 们 得 到 
C 一 b,/ 2? bo. (6-66) 
对 于 一 个 最 佳 算 子 , 疡 一 天 十 2 因此 ,利用 (6-64), ES 
一 Latr F dengi- 十 十 dayat _ 
C é oS aa (6-67) 


由 于 (6-59) 及 (6-65), 并 利用 数值 dy = =, a, = 一 Š> 我 
们 很 容易 得 到 以 下 的 关于 己 的 不 等 式 : 
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— 1 ak _ 
C= 760 a.” (6-68 } 


C <i 2-*dias, (6-69) 
对 于 Cowell HH (6-14), — FPA A SARA. 
为 了 求 得 系数 dr 的 递 推 关 系 , 同时 也 为 了 证 朋 (6-65), 
我 们 将 计算 以 下 展开 式 中 的 系数 A. 


a 
| toe HEE] = Ar? + Aet + Aart ho 
- 一 一 总 


对 两 边 徽 分 , 便 得 到 


lAa 十 44s3 十 4 十 --- 一 1 log 1 十 = 


= 2(1 -Hat rt (et eteo), 


比较 两 边 et 的 系数 ,很 快 鲁 得 到 


A= ay p= 0,1,2,3 (6-70} 
其 中 
AA 


3 
Cda -H da +--+ )27? | eg 二 十 二 | = 1, 


我 们 便 有 递 推 关系 d = 二 ， 


1 
dar == = = Kidar- — 3 Kats — 1r. ` Š ados 


4 一 2 
由 此 便 可 很 快 地 计算 出 表 6.7 中 的 数值 . 
为 了 证 阴 (6-65)， 我 们 再 应 用 Kaluza 的 51 理 54 了 村 一 
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Æ 6.7 (6-63) PRS d.. Hie 


js) = [Ato 3 1 itz = 4,+ At + Aw L- -e 


其 中 1 一 2*. WIA A, > 0, 为 了 证 明 
Ay 一 A 一 Ay = Oy 
我 们 注意 到 ,利用 (6-70), 对 r = 2, 有 


2 w 
vr? 一 1)A = Rin, — = z 1 2 一 1) 


=> a 一 shat 4, 


RREA k > 1 工时 为 正 , 所 以 A。 > 0。 因此 便 满 足 
Kaluza 的 引 理 的 假定 ， 于 是 结论 对 Cy 一 Adair 一 1,2,---) 
成 立 . 

有 趣 的 是 : 指数 一 2 时， 类 亿 于 6-65) 的 关系 不 成 立 ， 
固 击 本 节 的 结 采 不 能 直接 推广 到 当 gs > 2 时 具有 形式 

yi = f(x,y) 

的 徽 分 方程 的 生子。 

6.1-9。 最 佳 工 子 的 构造 . 与 一 个 最 佳 方 法 有 关 的 多 项 
CsA (RAS EL Se. C6-61) 就 得 出 sa) Hh 
贫 多 项 式 。 AM (5-112) 得 到 

elf) = Ftp, oll) = Fat), 
或 
Ca ys 一， 

以 这 里 得 出 eC) 及 of) 可 以 写成 53* SECIS EY 
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£4+ 51—2 . 
的 A 次 多 项 式 ， 此 外 ,由 于 5 = 129 p(t) 的 一 个 重 根 。 这 
表示 e 的 多 项 式 含有 一 个 5 十 E — 2AF. e 
ÈE + E 一 2 一 并 
困 而 能 分 别 找到 二 个 Sk 一 1 及 方太 次 的 多 项 式 P 太 Q, 
使 得 
plt) = £24 PCL), off) = CHOC), 


1 1 
e= (+ i+ tey, 
这 里 的 平方 很 的 定义 与 $5.2-9 中 相同 ,我 们 有 
g—-l=s4+ OC) 


log = 2 lag (=: 十 J! + z). 
TEXRA (6-55) 等 价 于 


a 
1 

— f 

$) 


— PP 一 OCP) 
log (+ 十 q1 十 La) 


由 于 


及 


— Cpa? + OCH), 
Zoi Rn i 一 0 Sh TH. 令 
1 


一 一 
-~ ”> 
og (4+ jitte) 
之 4 


== 9g + got? + ga + css 6-71) 


Por) 


= 475 * 


由 Tayor 展 式 的 唯一 性 全 得 到 


OC) = ao + gat? + ++ + Gee. (6-72) 
此 外 ,由 于 ot1) = OCOD) = gos HA 
C = Gaal do. (6-73) 
将 和 多项式 
POP) = poh path toe peat 
HELL Taylor 232% 


a 


1 


一 一 
了 
og (431+ it Le) 
2 4 


便 可 计算 系数 fare hh 


可 得 系数 da, WF HE AK b= l, 


a 1 ‘ 1 
_ mo =- } > aw + 2? J 
Aias = 一 3. 3? | K } fizn—2 一 “5. oF | lan—4 


n = ], 2,1 
SEE tS ae 6.8 PROSE. 
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E E.S (6-74) pR% Ezy 


4 


-p 


289 
3628800 


H. O 4A = 2 ian 我 们 有 POI — 1, A 


HABA qa 一 27-7 ls OCD =—1 + E T . 由 此 而 产生 的 Cowell 
公式 (6-14) 及 误差 党 数值 为 C 一 一 一 0 这 与 前 面 的 
计算 相符 . 


Gi) 4 à = 4 RRR HED E. 假设 ofS) 的 非 堆 根 
EA č = e+ 人 ? 朴 , 恒 有 


fp pb t 2e _ 
oD 一 站 位 十 2\ (5 +3 2 p ). (6-75) 
Fit PG) 一 4a + P。 其 中 2 一 sin? 5 p. 因而 使 得 到 


a 
1 
—; 


2 
oe(tre fitte) 
2 4 


工 _、 2 A p -314 ga 


Pi = 42 + ( 十 =) fe 


12 60 240 15120 


THEA 
oA) — 11+{! 十 2ye + =- +) f, 


31 t 


—m 


15120 9602" 
当 1 一 1, p= zhi, X492 (6-22), 4i- 3 Ra~s 
时 ,我 们 得 到 新 的 公式 
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Yai Yn Yeas 二 ar 十 2 Tinea 十 L Veni 
(6-76) 
Pars — 2¥ p43 F 2¥n42 一 dyno 十 Yo 
一 4 [21 十 2 Y fata + = Vht. (6-77) 


Mas Lit, hoe a BA LCA (6-69) 。 

Cit) k = 6 RRP RRA. 多项式 

ef) = of — tt- c+ 
的 非 平 凡 根 为 一 1, 一 1, +7, 一 1, 因此 满足 定理 65 的 条 件 ， 
有 

eC y= E22)， 
因而 

P(A) = 8 + 6 +r, 


我 们 的 算法 给 出 
ea py py Dy 

oc?) Bib os 

PA lt oS FT RE] 8 Br: 
Fats 一 yn 一 Fnr © pa = A {Bats + = Ft 
22 59 
十 15 V fees + 945 vc (6-78) 

6.2. 离散 误差 


6.2-1, RAE. 本 下 将 证 明 类 似 王 引 理 55 及 5.6 
两 个 引 理 .第 一 个 引 理 为 证 明 第 二 个 所 需要 ， 而 第 二 个 引 理 
而 为 获得 下 节 将 推导 的 离散 误差 先 验 界 的 主要 工具 。 

引 理 6.2.. SBA eo) = akt +--+ be 满足 二 阶 


+ $78 = 


方程 积分 的 稳定 性 条 件 . 吾 令 系 数 rG = 0,1,2,7) H 


1 — Ya + Yt + Ya + 


ær 十 ok- 这 十 -十 ht 
(6-79) 
来 确定 , 则 存在 二 个 常数 工 及 了， 使 得 
lri Sa +r, 一 01,2， (6-80) 


成 立 ， 

证 。 BS ar + arb + es t att = P(E), 全 有 A= 
beef). HF e(E) EIT) 一 1 之 外 无 报 , 且 由 于 在 151 一 1 
上 的 积 重 铬 至 多 为 2, 多 项 式 A Kl AER, Ae 
在 lil 一 1 上 的 根 重 数 最 多 为 2， 

7 ei ptt) Æ |E | =] EER 记 为 fas Gar? "yÈ Bu A} 
于 适当 选择 的 常数 Aot >> Aa AR 


ET) Giry (g 一 二天 入 
(6-81) 

WC) SK IMASSHATE =l 上 至 多 有 有 限 个 单 和 极点. 
由 31 理 5.5， 它 的 Taylor BAE S 一 0 处 的 系数 是 有 界 的 。 
由 于 

ne F- 

(CE CL — Seb)? 

= CE{l + 2feb + 300.0), +--+}, (6-82) 
(6-81) AARDE E = OAD Taylor 系数 满足 形 如 (6-80) 
ROR ESR. BU PES HS Be 


< A 
二 一 一 一 6-83 
RDO t Die ep (6-83) 


有 辣 祥 的 佑 计 式 成 立 。 下面 的 例子 说 明 在 基体 情形 下 易 得 工 
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Brth. AJo Stormer Æ Cowell 方法 ,我 们 有 
PLE) = ok — oy, 
及 A) 一 (1 一 5Y. 由 (6-82) 7 (6-80) 是 正确 的 ， 对 
r=1, 7 一 1 SF “RMB” HH (6-15) 及 6-19). A 
DATERE dT 一 六 
ry=l, (6-80) EL, 
下 面 的 引 理 与 差分 方程 : 


ChE ype E eismit 05 
— 站 Free + Bomm 十 A nt (6-84) 
解 的 增长 有 关 . 


31 6.3. $ ZT PE) 一 obt bs oy ESE 
tee SPECHT I AER). B*e RAIE 
lrmll Beem > E llom! <= B, | Pam) <= 2 
lan. SA, Omen (6-85) 
RRR”, FSO w= lle. BA (6-840 的 每 一 个 


ica 
lza = Z, z= O,1,°°°,4 — 1 (6-86) 


成 立 的 解 满足 
| | Ken On <N, - (6-87) 
这 里 
L* = (NT + y)B* 
1 — late 


(+ N?P + Nr) A + (NT +Y)KAz 
we 


K > (6-88) 


1 — lo'le 

Hp A — la| Hleri! 十 十 im 而 了 与 了 是 由 (66-80) 
确定 的 ， 

这 个 证 明 类 似 于 引 理 5.6 AY WEHA ,对 f= O,1,°° “一 
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在 对 应 于 六 一 ?一 站 一 了 的 差分 方程 16-84) ERA vr, 并 将 
所 得 的 方程 相 加 ,在 去 边 我 们 得 到 z, 加 上 茶 些 余下 的 由 
m=—=0,1,°--,k — Í 
MRIN, ETH (6-86) EREA KAZONT +7). Ara 
有 由 ! = 0 所 提 殿 的 项 Bi， "Torn? 一 个 以 l 
CNT + Y7)B > TIN 
为 界 的 和 式 以 及 An 的 值 的 加 权 和 ,对 二 这 点 出 (6-80) 及 (6- 
85》 可 得 其 估计 式 汶 
a—k 
ZALLA? 
<= A Dortsal MT +Nr). 


从 所 得 到 的 不 等 式 中 解 出 1z,1, PHS El 


于 一 虎 一 I 


n=l 
leal S EL* D lem| + K*, 
m= 0 


现在 我 们 由 归纳 法 可 得 如 $5.3-2 中 那 祥 的 估计 式 
[z,| = K*CL + PLY, 
由 它 易 得 结论 56-87). 
6.2-2, AMA AS RAS KH PABRHR. 如 同一 阶 方程 
的 多 步 方 法 的 情形 ， 早 已 知道 稳定 狂 与 相 容 性 条 件 是 收 敏 的 
必要 条 件 , 世 是 收 误 的 充分 条 件 . 
定理 6.6. 由 (6-23) 确定 的 线性 多 步 方 法 是 收 误 的 , 当 
且 权 当 它 满足 稳定 性 和 相 容 性 条 件 . 
结论 中 的 “和 仅 当 ”部 分 是 定理 6.1 与 6.2 已 经 证 明了 的 内 
容 。“ 当 ”这 一 部 分 的 证 明 可 以 建立 在 引 理 6.3 的 基础 上 ， 正 
可 定理 5.10 的 证 明 建 立 在 引 理 5.6 上 一 术 ,细节 从 略 . 
现在 我 们 将 在 精确 解 vs) fee ele.) 中 上 其 有 PP? 十 2 阶 
连续 导数 的 假设 下 讨论 离散 误差 的 界 . & 
Y 一 max Lyt C20 (6-89) 
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只 假设 数值 解 +, 满足 关系 式 
ORY mek 十 -十 Ym = ACB ah 二 H Bofa) 
+ 日 ,天 zf (6-90) 

其 中 1951 夺 1, 而 久 及 94 都 是 常数 ，4g 记 0. SARAKE 
项 是 汐 了 人 交 许 小 的 局 部 误差 ， 同 时 也 因 鸭 以 后 研究 数值 解 的 
攻 近 性 态 讨 需要 对 于 开始 值 误差 ,假设 

lyn — yxp) | ,p01 R11. (6-91) 
同时 令 


A = lag) +++ + jaj B = [Bel tere + elo 
并 以 工 和 7 表示 和 曾 在 $6.2-1 中 引信 的 常数 
rr 一 fF a* = a — AX 
1 — #E lafl rT 


最 后 ,我 们 将 甲 G 来 表示 由 (56-38) 确定 的 常数 。 TERTE 
能 证 明 : 

定理 6.7. ELIE. MOR <b lees i, BA 
BRS ec。 一 Ya 一 xn a Sx, SS, WE 


jen = r* le 一 aka d+ Aen — (KAT + Gy 名 | 


x exp[(C«e, — oo* YT*LB]. (6-92) 
证 。 将 精确 解 y(x) 代入 差分 算 子 (6-24》 th, EE 
any (a, RAY 十 十 oy (Xm) = ABR Cem + RAD 
tees bh Sy Cx) t + Ras (6-93) 


其 中 ,由 $5.1-2 的 结果 有 
Ral <= GYA, 
Emay m) — frm xm)) hÈ ym 2 TETAP 
Em = Ym YCE) 
0, QR va 一 ym) 
SE TE BY Bin Cn =O, 1, 2,1"), MA (6-90) 中 碱 去 (6-93), 
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我 们 得 到 
ChE mek ttt E agen 一 Aikentg 十 -十 Bi me mt 
+ 6,0 KAT? + GyAPh), 
对 这 个 差分 方程 应 用 引 理 6.3, 令 em = ems Z = h8, N= 
(x, — alfa, A= KAT? + GYA, Bum = Emre. 出 于 
Lipschitz FEE, Al gal S L RAJE] 
B* = LB, 8 = Ligi]. 
利用 关系 式 (56-87) 以 及 关系 式 
NP + Y = Cr, — a*r A, 


NT + NY = > (x, -a YrA T + Ca, — ara 
<S Ce 一 a* YP A, 


便 得 到 定理 中 的 不 等 式 。 EE ia E LSA G- 
1809], fhitst (6-92) 十分 清楚 地 显示 了 开始 误差 届 部 不 精 
确 性 , 座 太 局 部 网 散 误差 对 办 积 误差 的 影响 。 对 于 每 种 情形 ， 
这 个 影响 均 比 一 和 阶 的 情形 加 强 了 一 个 1/# 的 因子 ， 

要 求 读者 对 某 些 具体 特殊 方法 写 出 估计 式 〈6-927)。 明确 
地 以 数值 表示 它 对 YY 及 工 的 依赖 性 。 

6.2-3. HRA ZYM OA. AT Pike AO 时 
的 渐 近 性 态 , 我 们 将 假设 除 在 $6.2-2 开始 时 说 明 的 那些 条 件 
外 ,附加 下 看 的 条 性 : 

Gi) yP (2) 4 Lesh] 上 连续 ; 

Ci) Eker) 一 所 (x,y(x)) Æ [ab] LEST. 为 
了 对 每 个 iE UB, FRR ABA 4 AR, OR 
们 将 记 

ep S04), 本 一 各,1 3 -— l, (6-94) 

并 假设 级 数 SCA 为 
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Gili) ÆA = 0 4b PROBA 

Civ) EET OGT, Ep a EAR. 

在 上 面 的 假设 下 , 我 们 将 研究 差分 方程 《6-237) 即 在 《6- 
90) 中 六 一 0 的 精确 解 的 性 态 。 为 了 将 结果 公式 化 ，。， 有 ,必要 
引进 一 些 志 号 . 

仿 bibr t tbk 表示 多 项 式 pl5) MR, (RIA 24 个 各 
ALIMWBR THI), RMAC oO — ot. 1, 
Gs Cat to Gua = Ga. BRE RMRROOPRER. HOLT 
2@<vQke MRA AR SRR <1. OP 
v = 1, 2 ,24d, 我 们 定义 多 项 式 


PÈ) = ee = po F pnb tHe ”二 人 


C6-95) 
wE r 一 mintp,9) 计 令 
A, = lim A? yoda A ) 十 ty 8 CA) 十 ote 
+ Cy kd CAT (6-96) 
显然 ,如 果 g => P> 则 A, = Ü, 
PRA e Cx) Se SM AN TE lal al: 
e's} = gleef — Cr? t? fx) 
cla) = ee Ca) = 0 (6-97) 
AU fe. Cac oT CER TR Se ATR, TER (6-28) ERO BREE. 
我 们 将 每 个 本 性 很 与 增长 参数 


pe ra y= 1,2,...,20 (6-98) 
联系 在 一 起 。 A alr) È = 1,2,--- dg EY AI 
题 : 

Ce) == whee le) sa(e), (6-99) 


sala) = D, Ca) = 1 


的 解 。 用 这 些 记 如 及 定 疼 ,我 们 人 恒 有 下 面 的 定理 . 

定理 6.8.。 在 36.2-3 FP RIAA PF. Re (6- 
23) SE MA PHIL (6-40) RU RS. AO, nk= 
e-—d,¢er S bH CHAE R ASH 

En = hex) + hk” >> ZO 78 Ce) + OCA 

k=} P (Za) 
(6-100) 

所 措 述 。 它 的 证 明 类 似 于 定理 5.12 的 证 明 , 故 省 略 . 

Æ p = g, (6-100) HEZA MEAE. 车 

PSg SF, 

我 们 可 以 区 分 真 的 离散 误差 [以 包 侣 e0 的 项 所 表示 的 ] 与 
开始 误差 [以 包含 函数 x(x) 的 项 所 表示 的 ]。 若 g(x) <0, 
PAE ctx) 通 常 当 x 一 00 时 至 多 像 *+ 一样 地 增长 . BAH. 
MPP AEP ko Æ eke <0, 相应 的 函数 s(t*) 便 指数 地 增长 。 这 
是 不 规则 误差 增长 的 另 一 例 ， 它 被 称 为 条 件 稳 定性 . 利用 相 
容 性 ， 让 此 一 1， 在 这 种 意 交 下 的 条 件 稳 定性 只 能 由 不 同 于 
1 的 重 林 性 根 所 5 引起 。 现在 稍 许 再 留意 一 下 86.1-7 SRM, 
与 一 阶 情形 相反 ,存在 关上 具有 最 高 阶 和 站 十 2 的 方法 ,对 它 来 说 
一 1 为 它 的 公有 的 本 性 根 ,让 不 存在 条 件 稳定 的 问题 . 

然而 再 狂 根 圭一 1 可 以 5 起 不 同类 型 的 不 稳定 性 .3 汶 了 
有 具体 化 的 缘故 , 震 碟 初 值 问 题 

yo =y, yD 一 1，y 《07 一 一 1. 

这 个 问题 具有 指数 下 降 的 解 y 一 <e*。 OBA. AF 
s(x} = sinh x, 开始 误差 包括 着 指数 增长 的 分 量 ， 然而 这 种 
类 型 的 不 稳定 性 并 不 是 因为 方 社 的 不 完美 ;. 而 是 已 经 加 有 在 
数学 问题 本 向 中 的 ，。 如 果 对 于 同样 的 微分 方程 而 将 初始 条 件 
改变 为 y40) 二 1 十 286,y(0) 一 一 1, 其 中 5 为 任意 的 小 量 ， 
fee (SE ie aE Ba Ge) 一 (1 十 ye * + pet, x > ORF EMF 
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无 穷 、 精确 解 的 这 个 特征 使 初始 条 和 件 进 行 包 章 微 小 的 改变 时 
做 使 解 很 快 地 变化 ， 而 在 这 种 情形 下 数值 方法 无 非 是 正确 地 
反应 本数 学 问题 的 这 一 性 质 . 因此 所 述 的 这 种 现象 被 称 为 数 
学 的 不 稳定 性 *. 

在 定理 6.8 的 基础 上 ， 人 人 们 便 可 以 若 手 去 导出 与 $5.3-7 
Æ 5.3-8 SGP RIMM SEB. 由 于 在 这 个 分 析 过 程 中 并 
木 出 现 新 的 观点 ,因而 将 细节 留 给 读者 。 


6.3. 舍 人 误差 的 传播 


6.3-1 .一 个 光 验 界 ， 按照 我 们 所 建立 的 方法 ,将 数值 近似 
慎 1ye 上 上 所 满足 的 方程 写成 如 下 形式 : 


ctyort 十 Akart- 十 -十 coy 
== AY Baf Crate sy Yn) 十 -十 Baf ixn Yad} 
F Enton = O5152,-->-, (6-101) 


BS AIRE e, 依赖 于 计算 过 程 和 计算 设备 的 运算 部 件 的 
组 成 情况 。 本 节 将 在 对 ©, 逐渐 加 严 的 假设 下 推导 出 关于 ( 累 
积 ) 舍 人 误差 的 结果 。 开始 我 们 仅 假设 ls,l Se, 其 中 8 是 与 
"IERE. h (6-101) 减 去 相应 的 方程 (6-23), HS 

Em = rm fxm pm) — Flatmynd ls rm =O, 

Em = Or, =Ù, 
便 得 到 

Ca 
+ Esika (6-102) 

MASIE 6.3 于 这 个 关系 式 , 令 zm fms Z = 0( 没 有 初始 舍 
AIR), ASE,N = (r, —a)/ h, B* = LI | fn) ,8 = Ll Bel. 


D) 如 何 有 效 地 处 理 数 学 不 稳定 暴 轩 的 闻 题 ; 为 Fox 及 Mitchell [1957] 所 
E. 


- 386 + 


一 一 


EDA p < Lareo 当 a S rn S A E 
ral < så T * Cr, — a* Yexp[l Cr, — a¥YT*LR], 
(6-103) 
其 中 常数 了 T*,a* BB REECE 6.7 pap E. 

(6-103) 的 明显 性 质 包 含 了 这 样 事实 ， 即 存 lre 的 界 中 
现在 以 OCe/ 2?) 代替 了 到 是 前 为 止 积 分 一 阶 方程 时 所 有 方法 
所 获得 的 OCe/h). ABR (6-103) 仅 表 东 一 个 非常 保守 的 界 ， 
不 能 肯定 何 财 达到 ,而 下 面 的 研究 将 证 明 方 法 (6-232 对 于 会 
入 误差 确实 化 一 阶 方程 的 相应 方法 更 为 敏感 ， 

6.3-2, 一 个 语 验 界 . 现在 对 [roi 导出 一 个 界 , 它 至 少 在 
所 有 1s。j 有 指定 的 极 大 值 的 情形 下 是 5 渐 近 地 ?严格 的 。 推导 
h—- 0 ARRE, MAHB NAO 之 上 = KA CER IIR 
变化 3。 由 定理 6.7 BEBE ra 一 OCA). 我 们 还 假设 jy(x sy) 
FETE ATER yy = vy OOR-TBRAER. AA, 
WESI 

$Cxm Vm) 一 Femo Ym) = ECE m) m F Onk EA, 
其 中 g(x) = f,{x,y0e)). 因此 ,我 们 便 能 将 (6-102) deme 
Attar H ror H ayn, = BiB ortrntt "二 Bognrnl 
+ Enk + 6,K.i48, (6-104) 
这 旦 go 的 毒 交 现在 就 不 同 了 : gm 一 B(xm)， MARL RATIH n 
分 成 和 + 名 + oP, Reber SD 称 为 主要 误 基 ,并 定义 为 和 到 0 
时 (56-104) 的 解 ,而 此 处 的 > 名 称 为 次 要 误差 , 它 定义 为 c= 0, 
Ja < 和 0 时 的 解 ， 应 用 引 理 6.3, 便 能 导出 + 外 的 一 个 界 , +r 六 一 
OCe A). BHA, ERRATA OCeéA’). 因此 ， 
当 关 一 0 时 > 的 性 态 田 主要 误差 来 决定 ， 为 此 ,本 节余 下 的 
BBA (2 7S HP ERS. 

RRS MBM HERRE RED ee. 

按照 定理 5.2， 它 可 以 表示 为 如 于 形式 ; 
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rD = S Bjdyis (6-105) 
i=k 


其 中 对 于 一 不 天 十 1 fd 是 差分 方程 


gdar kt T Ok-idpik- ttt E tote 
= FAL Be By adn t hy! + eee Aokads.it (6-106) 
BR El 
0, med, 
dui = 1 (6-107) 
—, n=l 
r — A EREI 
的 解 ， 


考察 离散 误差 cz, {参看 $6.2-3) 所 满 中 的 差分 方程 ， 这 
表明 ,如 果 CC 一 0, ad 的 初 值 问题 等 价 于 ea BIDAN, A 
xo HEB srao FFA POS ARE SRA: 

SAA} = 0, p= O,1,---,k — 2, 


60h) 一 ——* pk —1, 


因此 ，as 的 亲近 性 态 和 在 作 了 一 个 适当 的 变量 变换 质 可 
KR C6-100) 得 到 . 由 于 ol) = ptr — E) TEI E 
1 人 AE 
ATH een ee CA) 十 十 Cy oC Fy} = -= 十 Oth) 
5 (6-100) (2 Sih 
= oe a in — 一 x 
ds = 之 wD Lic b+ R — Lpr ldi Cen) 
+ OCI), 6-1083) 
A BRRR dya GORE N OO SIA E] A 
dyle) = pirg ledi) s 
6-109 
dyaxp) = 0, diw) — 1 C > 
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的 解 . 
下 一 步 将 以 (56-99) FTE MA BBR (x) 以 及 初 值 问题 
ex (x) = pagaen 
cala) = 1, chla) = 0,2 = 1,2,°--3d 
ÉJ REPTE MAIA (EL Be ca Cr) HEAR PR dine). BERE 
diel) = frlrisx), C6-1EL) 
Hh H a S&a h, atx mak, 
Faltar) = g(a) — lela), {6-112} 
我 们 将 证 明 , 如 果 函 数 di C HOC 6-111) 所 定义 ; 则 它们 
请 足 条 件 {6-109). 对 每 一 个 固定 的 + 和 值 , f(z,x) 为 微分 方 
E (6-109) 的 解 的 钱 性 组 合 ， 因 而 辫 自 已 也 是 一 个 解 . 《6- 
109) 中 二 个 初始 条 件 的 第 一 个 由 于 fal rd 一 和 而 明显 地 满 
认 。 为 了 证 明 第 二 个 条 件 亦 满足 ,我 们 指出 


E AAC) bam 一 WwW), 


{6-1103} 


其 中 
Wr) = eals) — a. 
我 们 有 Wl) = 1 且 由 于 
Wee) 一 ers @) 一 seer ls) 
= HEDE egledsale) -一 seen] = 0, 
m4r Beak} WO 一 1。 这 便 建立 了 所 要 的 结果 . 利用 
(6-105), (6-108) 以 及 《6-111), 因而 使 得 到 基本 公式 


bd a . 
rD 一 = > E; > Zexpli(a — i +k — LP) i Cerne) 
lak k=i 


p Ea) 
+ o}. (6-113) 
FR 4 et a FE RB | re lA eS. 假设 
|e; <= p(x) Je, (6-114) 


其 中 E 空 0 与 上 和 ER i plo) AA EaR RES 
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数 , 它 与 点 无 闫 。 重 新 安排 二 重 和 的 次 序 , 从 《6-113) 得 到 
Pist > lo" En) | hans 
其 中 
一 DS) {pC Ile sre) + oD}. 


由 引 理 5.8《 以 积分 近似 和 式 ) 有 
Akan ~ mix.) + OCA}, 


其 中 
mC) 一 | pC frC#sx) lat. (6-115) 
H He F TA BY SE: 
定理 6.9， 如 果 局 部 金 人 误差 满足 (6-114), 其 中 
E = OCA"), 
BA 


Pla Dy D ima + OAY, 
(6-116) 
其 中 国 数 maleh 6-915) 确证 。 
aG SE HA FAG 3 A ERORA mO 的 不 等 式 ， 
Wj Fa) 17 A 18, 
6.3-3. 统计 理论 .现在 转向 舍 入 误差 的 统计 模型 , 假设 
局 部 伟人 误 并 为 独立 的 随机 次 有 量 , 量 神 足 
|E(ED | < apla), (6-117) 
var€e,) = a¢(ai), (6-118) 
这 里 ptx) 及 ele) € lab] ENFERM DR ABR, eM oO’ 


JESA ARAIA., HRCA Rh CRY 
的 注释 ) 这 个 模型 包含 了 $65.3-~2 htp — a RR n=, 
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a= s 所 开发 的 舍 入 误差 的 关键 性 研究 。 Alt, 下面 的 理论 
爷 许 一 侍从 统计 到 非 统计 方 靶 的 连续 过 湾 ， 以 后 我 们 将 讨论 
在 具体 情形 下 ,ms or pCR 94) 应 该 怎样 选取 ， 

关于 ECD 的 界 是 容易 计算 的 。 M (6-113), HAC 
94), 得 到 | 


RG?) 一 > > ECE %2 S 


x falera) + OCOY, (6-119) 
M FA (6-118) HAHAHAH mi) PE ML (6-115), 我 们 得 到 


EGP << 2B 1D) Loa) ima) + O 


(6-120) 
汐 了 计算 方差 ,我 们 仍 从 (6-105) 开始 ,得 到 


var( rY D) 一 Z vas Pa =i D gidas (6-121) 
其 中 gi 一 gai), +# (6-198), 有 


hd o = > ZexpliCn — i + kipa] ferja d 十 OLA? 
P En) 
由 于 da: 是 实 的 ,我 们 有 
A'da = Adada: 


d a 
一 一 > Caer nrkk + > cgaexplitan 一 十 R — 1 Jra dnre 
r= YAT 
+ Ok), 
其 中 是 :2 一 1932 


Eka Eo” Ea) P CC) V's 
Bi, = P 一 Pias (6-122) 
duikt ™ Fixrs Xe iC trn) 
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对 换 求 各 的 顺序 ,得 到 
pm 一作 ，eckkonatt 十 D>) ceatagaexpliCa — i + k — 1823) 
k=l tire 


+ OCA), (6-123) 
其 中 


Pakai À >; Tid alkas 
=k 


如 大 一 14。 由 引 理 5.8, 我 们 得 到 [用 积分 代替 求 和 ] 
Unke = (人 (6-124) 
其 中 
vl) 一 F AOE) Pde. (6-125) 


Mees a, FS) 5.9 (Si 6 Gs Riemann-Lebesgue 
引 理 ), 得 wari = OCA). Wilh, So, 来 说 唯一 起 决定 和 作用 的 
是 第 一 个 和 ,所 以 我 们 可 以 叙述 为 如 下 的 结果 : 

定理 6.10. mR SARs A BE (6-117) 及 (6- 
118) 的 独立 蝴 机 变量 , 那么 累积 售 人 误差 的 主要 分 量 为 一 个 
hPL BAS eee (6-120), 方差 四 


var(r HY) 一 全 D>) Ulead | alan) + OCD} 


(6-126) 
26th, SER vitx) 由 (5-125) 确定 . 

Aha SxS bit gle) > 0, 述 可 证 明 对 中 心 极限 定理 
起 保证 作用 的 条 人 忻 (1-965) 是 满足 的 . 

这 个 结果 说 明 在 统计 模型 中 标准 偏 着 与 一 阶 的 情形 
OCA?) 相 比 为 (#3), 因而 对 通常 的 积分 是 不 重要 的 .这 
个 结果 还 表明 妆 站 一 0 时 舍 人 误差 的 性 态 与 开始 误差 一 - 衬 主 
要 依赖 于 人 7) 的 重 本 性 很 和 和 有关 的 增长 参数 ， 
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BSBA SUS PES. TEE ATE PF. w TAR v(x) 
的 微分 方程 (5-254) 是 怎样 的 。 我 们 将 在 假设 eh 为 实 的 铺 
E TEA EAE, AmA setx) Mic, Ce) 也 是 实 的 , 且 
fekrr) = hG ATRSBRA, BIA Pie HAS * AI 
ED. = ( gL sy Tas, 
(6-127) 
on) 一 (AOAI T de. 
FFA Ef Cx ex) = 1 得 到 
HORT ORAE OOOK 
XAF GY = YED" = 2079 A 2f — 247 + zeef TE 
A 
CP" = Apg EY + 2p’ eh. 
凤 上 面 的 关系 式 以 及 从 【6-1277 oh By Ri 4 oe = 2 OE YH 
零 ,就 得 出 of 可 以 认为 是 初 值 问 题 : 
va Cx) = Augg luria + Dlg Cx vtr) + fai), 


vela) = vila) = vk Ca) = 0 (6-128) 
的 和 解 。 
作为 定理 6.10 的 一 个 应 用 ,我 们 来 考察 方程 
y“ = — oy (6-129) 


Pe Co ASEAN). eA Ab Te: 
Ca) ¥n+1 — 2¥ 5 + Yni = Afri 


Cb) Yata 一 Zyn E Yaa = TAC fasa + fa + fai) 


[而 《6-9) 和 (6-18)] 假设 积分 从 * 一 0 开始 ,初始 条 件 的 确 
切 形 式 是 不 重要 的 ， 


MRE G) RHA ofS 一 | -- 1%, 0) = 8, d= 


e337 + 


1fijm oz, l, a 1. 因此 在 46-126) 中 的 和 便 化 成 含有 
BERE wk 的 项 :和 和 2.) EM 

vo = — 40077, + 2g, pCO = p (0) = v0) = 0 
的 解 . 若 了 一 1 定点 十 进 制 运算 ) ,多 证 其 解 为 


vis) = = (Jwr — sin 2er), (6-130) 
“a 


国 此 ,由 于 pe (15 = 2, PH G) B 


varí rP) = E (2x 一 sin 2x + OCA)), 
pE 


侈 人 误差 的 增长 对 * i E i FRERE eA (6-129) — 
祥 , 将 它 北 成 一 阶 方程 组 并 应 用 单 步 方 法 1 
WPA Oh), 我们 得 到 克拉 = ot — 28 十 1， a= 


Í (PEE), d= 2, Eels tl, wml, 
同一 一方. (6-126) 中 的 和 包含 二 项 。 第 一 项 含有 如 上 确 
定 的 函数 m(x); 第 二 项 含有 由 

v,” = 二 wv, + 2g, pCO) = yO 一 zf0) = 0 


ATEN ORK ne). 5 g = LARA 


gue f ， 2w 2 
v(x) PPE (sinh J7” Ss x). (6-131) 
利用 eo" C1) = ep" C—1L) = 8, ATA O, 我 们 得 到 
varl rit) 一 ss | 一 -二 ) EEs 一 sin Ziar 


十 sinb Se + och) |. 


A TARAS o 值 ,开始 时 方差 的 增长 方 落 (b) 较 方 法 (a》 
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we, WBE Cb) 由 于 sinh Aaoi SE, RA eis ee hie 
REAL 


lJ 


16 


siah | 
= žes x — sin jwr 
hase, BOER RD 了 0 =o x 5.1 的 某 个 地方。 

在 上 述 的 例题 中 ， 以 及 进一步 对 于 任何 具有 形式 入 一 
Karsy) 的 线性 徽 分 方程 ， 图 数 ele) — fhlr eN 与 所 考 
RBH EE ye) AX, 因此 也 与 yta), y ER. PAH 
的 说 明 是 数学 不 稳定 问题 y》” = y, pO) = 1, 9’ (CO) 二 一 1， 
其 精确 解 y(x) 一 e 按 指 数 下 降 。 但 是 以 方法 (a) 来 积分 这 
个 方程 ,在 ge) 一 1 的 假设 下 ,我 们 得 到 


varí ry 


假设 了 4xz 一 = 《对 学 点 运算 来 说 它 是 合理 的 ), 我 们 有 


var ri = 


Z [e + (3 十 4xJe7* —4+ Ojo 


指数 增长 的 分 量 仍 然 出 现 ， 
6.3-4, ESRA ROE A. BOS 为 pf 的 一 个 重 
ASE tik. FEA ATE CB BEE 8 OG 
wo 20) 。 
cp (tt) 
我 们 将 以 多 项 式 "ks 及 stz) 来 表示 增长 参数 并 导出 它 的 一 
些 性 闫 ,特别 是 关于 最 佳 方法 的 性 质 . 
Wh (5-112) 通过 微分 ,我 们 得 到 
PCE) = RCA IDE ++ rC 
+ (4k 一 2G + Dr Ce) 
+ 405 + r” Cz), (6-132) 
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其 中 z= DiG +1). RO 异 于 一 1 UY ree 
r {z} = 0, E E 


2 8sCx) 
Fe Cy 
如 果 一 一 1 为 一 个 重 根 ,多 现 式 rts) 具有 形式 
ris) == og tt He agat 
这 里 我 们 可 以 假设 a2 > 0, ag, > 0. BO sC ee-e) W 
定 ,那么 在 (6-132) 中 令 上 一 一 1, Be 
pt 一 Abi f aza (6-134) 
mE + C2 A Ar-ag RAEE IA re HBR RA A 
RR ARR Re. RBI "| 是 由 《6-621) 
确定 M :se 与 COE. FL (6-133) BB pw? 
沟 实 的 ,并 且 同 样 关 于 《6-t1347 来 说 一 般 也 是 对 和 的， 

MA A BR. Ae EN HAS = 一 1 为 一 个 
Be, BAH $6.1-8 中 给 出 的 系数 b: 的 显 式 表达 式 中 可 以 
导出 关于 对 应 的 增长 参数 的 一 个 有 趣 的 不 等 式 . 利 用 (6-64)， 
我 们 得 到 


(6-133) 


3 4C daag + gd pa ttt 十 daz) 
e= —— et 


HF di < Of» = 1,2; ), a, > 0r = 2, -k — 2), B 
1 
利用 # 一 一 557 BA 


ree m l _ 
eS mT. (6-135) 
还 可 得 到 进一步 的 不 等 式 
ws 4d, “2, (6-136) 
ot a 


如 果 将 这 个 不 等 式 与 关于 误差 常数 C 的 不 等 式 (6-68) 一 起 
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来 著 谍 , 便 看 出 对 于 不 4 上 知 这 个 量 与 忆 不 能 同时 达到 它们 
的 上 界 (6-135) #0 (6-69), 

HER 5.165 准 广 到 二 阶 的 情形 看 来 是 不 可 能 的 .。 

6.3-5. BREA AR., 局 部 舍 人 误差 记 为 ser. BS 
ERRA 

Yat rt 二 
十 Bof(tas¥ndt + base 

EPE fnm = 0,1,°°+)} BAR ym 的 真正 计算 值 。 对 baie 的 
性 何 一 种 研究 ,不 论 是 统计 的 还 是 非 统 计 的 ,都 必须 从 这 个 定 
交 纪 发 。 我 们 不 淮 备 对 实际 中 可 能 有 的 多 种 订 算 方法 进行 研 
守 ， 然 而 确实 希望 强调 前 面 理 论 中 的 一 个 重要 结果 .。 me 
Able 为 基本 单位 的 定点 运算 ， 而 且 如 果 所 有 的 量 都 以 同样 
的 精确 度 进 行 计算 ， 那么 es+4 由 于 在 方 括号 中 的 表达 式 与 让 
Kote te eee SS * ARAI CARA RAR T EA iR i 
Oi Pe WRB REAR AEST ESD. 由 (6-126) 
得 到 累积 误差 的 标准 体 差 具有 oO, 正如 已 经 指出 的 那 
样 ,这 比 我 们 在 积分 一 阶 上 方程 时 (或 一 阶 方程 组 ) 要 差 一 个 
的 因子 ， 另 一 方面 ;如果 使 用 部 分 双 售 位 精确 用 ;那么 局 并 舍 
入 误差 具有 px Ur, OSI See AL) SE See? A 
和 近代 可 能 产生 一 个 附加 的 误差 ， 但 通过 适当 的 预防 这 个 误差 
可 控制 在 pr DAY. 此 得 出 ， 局 部 误差 的 标准 入 莽 这 时 便 
”具有 ae 阶 ,而 累积 误差 的 阶 汶 l, 它 就 是 我 们 用 部 分 双 倍 
位 精度 积分 一 阶 方程 时 得 到 的 。 周 样 和 的 考虑 可 应 用 于 祥 点 运 
得。 轩 此 看 来 部 分 双 信 位 精 讼 用 于 二 阶 方程 要 化 一 价 方程 相 
对 来 说 更 为 有 效 . 

另外 ,现在 要 讨论 增加 形 如 (6-23) 的 某 些 方法 的 数值 精 


iù RIIHI + >n, 


=. TOF + 


确 度 的 更 为 有 效 的 方法 . 
6.4. 差分 方程 的 求 和 形式 


这 一 节 寺 论 电 一 个 新 的 方法 计算 由 (6-23) 确定 的 值 yw。 
站 二 没有 舍 人 误差 ,又 如 果 开 始 值 是 完全 相同 的 :那么 由 这 个 
新 算法 所 产生 的 值 y, 与 由 通常 的 方式 所 获得 的 是 一 祥 的 . 然 
而 ， 以 舍 人 误差 的 传播 来 考虑 ， 新 的 算法 的 特性 是 非常 不 同 
的 ,至 少 使 用 的 单 信 位 精确 度 运 算是 这 样 . 
6.4-1. Fide Mik, SP n = 0,1,2,-°° N, 将 (6-23) 写 
出 来 并 记 所 得 到 的 方程 的 和 为 Sr， 左 边 相 如 ,得 到 | 
Sw = lyr E Vaan ott ey tga H ye Hoe 
十 ak 十 十 十 和 十 
或 经 过 重 排 ， 
Sw 一 oyo + Coy H oy 
十 ero pA 十 Cx, ogi Kt 十 ey CVs 十 Fari 
二 -十 yy + Cor + Er 十 ere bh ya 
+ (og totes F ayna hoe 十 BEV Nth (6-137) 
假设 方 潜 为 租 容 的 ,我 们 有 pC1) = 0, 因而 


cy + ayy bts ta = 0, (6-138) 
同时 由 
ate) 一 人 = ty GT Bt ttt? BH e+ Ha 
(6-139) 


WEZA ol) 及 系数 rodit. ARE FE( 6-139) 
EXELL G 一 1), 比较 系数 ,并 利用 (6-138), 全 得 名， 

OR Ey Og — gig tt — os 

Cr- ey T tga = eg — te e os 


= 3498 - 


fig = on bay bs hae mm, 
因此 (6-137) 便 可 写成 


SN = CA syN+tA 十 CRVN+ 1 +--+ oy N+ 


-一 RVR 一 Eryk- T oo, (6-140) 
$ (6-23) HA FA In, ES Bl) 
Sy = AL Oe fa F fen +--+ E fna) 
+ Briana + fg tree + fran) 
十 + elfo +h + os" + fu}. (6-141) 


FHF tt FES E R I Ba + Era Hoere telO, 


所 以 , 象 上 面 所 出 现 的 简化 是 不 成 立 的 .然而 ,为 了 缩写 起 见 ， 
可 以 令 


Pfr Fp Hy n— 0,1,2, (6-142) 
K=9 


Et e% 0 为 一 个 常量 参数 , 它 将 起 到 一 个 比例 因子 的 作用 . 
按照 这 样 的 方式 选择 常数 五, 使 恒等式 
Chaiywer 十 NE 二 二 oy was 
一 ah{ ag PF wag 十 BF ane 二 二 Fug (6-143) 
成 立 。 对 C6-140) 和 C6-141) 进行 比较 ， 可 以 看 出 这 个 关系 
式 导 出 


ar-r- 十 中 cm 
一 ah Br Fy. PraF- 十 H BF + Pn} 
== AM Bafana + Ck Baa hana 十 t Br Be 
tes Bfol + AlB, + Ba 


+--- + 8), (6-144) 
由 
af) = web) — 61) BRE Bah? + ++ + Bo 


+ 399 « 


来 定义 多 项 式 oO) 与 系数 Cer Beas? fos 我 们 得 到 
7 Bi = fro 
Ba-2 = Ba t Bis 
Bo 一 By H Ba Het + A. 
我 们 可 将 (6-144) 写成 形式 
ah aoll)H = hayra 十 bh aye 

— RY Ay fps + -= + Bofot > (6-145) 

BG BE A A RS OF fe PL BSE BR 并 且 由 于 
oli} 0 
FY BE 7c PSE E H. 
方程 


a oe 十 eV ntk 于 -r E Yas 
一 {8 Fp + =... + 8F.}> (6-1462) 


Fig H, Fara — Fast ™ fare (6-146b) 


eM TBARS (6-23) 的 求 和 和 形式. WRH HH C6-145) 确 
HERES. CIA (6-23) WERE. Bo. C6- 
146) 的 每 一 个 解 浦 足 (6-237， 这 点 可 通过 形成 《6-146a) 的 
一 阶 向 后 差分 并 利用 《6-146b) 而 看 出 。 因 而 解 (6-23) 的 过 
程 等 价 于 解 《6-146) 的 过 程 . 并 且 如 果 开 始 值 梢 同 ,一 种 方法 
就 得 到 三 等 的 数学 上 的 近似 值 y，. 

因而 这 两 种 方法 的 离散 误差 是 相同 的 。 特别 是 ， 由 《6- 
23) 所 描述 的 方法 是 收 化 的 ， 当 且 仅 当 由 (6-146) BTR AY 
方法 是 收 你 的， 并 且 在 两 种 异形 下 离散 误差 的 渐 近 性 态 均 由 
定理 6.8 AR. 然而 ， 从 计算 的 观点 出 发 , 这 二 种 方法 是 
显然 不 同 的 。 在 $6.4-2 E 6.4-3 中 将 讨论 这 些 差别 影响 会 人 
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对 于 Stérmer E Cowell 方法 来 说 ， 公式 《6-146a 7 
(6-145) 有 一 个 特别 简单 的 状态 . 在 这 两 种 情形 ， = 
Et — 2ER e ot A Cl) = okt — a ?ok 一 工 :0 一 一 
一 1 ak ee or mm Ñ) 

对 了 于 Stirmer 方法 ;我 们 有 - 
- EKE) = mEt oe A — 1 + eee 

| ort — 1)*, 

其 中 系数 T; 由 (6.7) eM. 我 们 有 acl) 一 J 一 1 以 到 
ED pi oA — 1) + oe 

+ of — Lr, 

为 方便 想见 ， 将 * +k 1 Rm, 于 是 可 将 “ 求 和 ”形式 的 
Stiemer 方法 归结 为 公式 

i Gh me Fyn. — AH ofra t OF fain toH 


十 Di * {6-1 47a} 
F_ =H; vr, —-},, (6-147) 
Pt 
V¥ nts = hlooFn + OV Fa et bo Fal. 
(6-147c)} 


它 的 实际 及 用 如 下 ， 我 们 从 开始 值 计 算 Tosfia* > afq—ie EB 
由 (147a) 确定 出 H, 然后 从 (6-147b) 计算 下 os 天 F g-is 
TEER I5. ye 就 由 (6-14752 采 计 算 ， 这 就 使 我 们 . 
Ef = fay 及 Fi。 这 样 可 得 到 新 的 差分 VIP, 并 由 
(6-147c) 确定 出 yeee 俯 这 里 | 向 前 计算 , 循环 进行 。 建立 在 
显 式 公式 上 的 其 它 方法 ,其 求 和 形式 的 计算 过 程 也 是 类 似 的 ， 
StF Cowell 方法 ， 
off) ttt + ott — 1) + ee ott — 154, 
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其 中 系数 of 由 C6-12) 给 出 。 因 此 
aoe = Zs 一 grg + ŽE 一 1) + re 
FoR H o oo 
将 + AGRE m, Ssh (6-147) 的 相应 部 分 为 
an -= VER 一 — A HoT r-a + Ti FT + oes 
+ of Vt foi} (6-148a) 


Fa H, VEn = tur . C6-1486) 


Vym — ch{lor Fn t OFTE n tee oT he 
E (6-148c) 
TRE A BA (6-147, BERS BIA F,, th 
依 琅 于 ym， 所 以 方程 C6-148c) 为 未 知 量 ym 的 一 个 隐 式 广 
E. Ca SEAR. <P Hino RA eH AER) 
因此 只 需 使 用 Fei eo eT CL fh — tv, 值 、 
AA (6-147c) Cm 向 后 移 一 个 单位 ) RRO BRS 
为 这 一 上 肌 的 服务 . 从 《6-148b) 便 可 得 到 Fa 的 一 个 试探 值 ， 
然后 由 《6-148c) 计算 y, REA. 如 果 需 要 、 可 重复 这 个 
AE, EKF Adams Moulton 方法 (用 $5.1-2). (6-147) 
P (6-148) 中 常数 o 可 以 根据 计算 的 方便 任意 选取 . 
6.4-2. $ AAt. 从 (6-146) 真正 计算 得 到 的 数 
值 3 和 证 , 满足 关系 式 - 
Raft Hees Fo 一 ahi BF n+ ttt 
| + Bok n > + Cates 


Pate 一 F ntima — — Sfxatks Tatk) 十 Tatko C6- 149) 


其 中 Cote Tl Mate ortik Yuen 和 For, BEGO M & A i 
=, TURP RIE. Enti 和 an SRK MI IP 
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A. 令 ra = Fa — Yas Ra — Fa 一 Fas bi (6-149) PRE 
相应 的 关系 式 (6-146), MWE 
OR 
十 BR} + Eases (6-150) 
Rave 7 Rata = = 应 mm 二 大 + F ater (6-151) 
其 中 
| sms Yn), n E yms 
on = Ym — Ym m = 0,1,2,°°: 
Ü, Ym == Vane 
利用 Lipschitz fF, |g,| =E bom = 0,1,2,1 
现在 在 
(Enl SEs [he] Sm, 2—1,2,--- (6-152) 
Ai FSH ra (RISA. 可 以 证 明 , 如 果 d = 1, 亦 即 站 
R E= 14 pO 在 单位 图 上 的 唯一 重 根 ,那么 这 个 界 具 有 
A+ max (659) 的 阶 . 这 说 明 它 比 56-1032 所 表示 的 算 守 的 标 
准 形式 改进 了 一 个 上 因子 . 

我 们 将 需要 引 理 6.2 的 下 面 的 改进 : 

引 理 6.4. 如 果 多 项 式 pet) Moll) 定 兴 一 个 相 容 且 稳 
TERIA RK, tin Hans 二 一 在 为 ef) MIS | 一 1 的 唯一 重 根 . 
那么 存在 一 个 常数 y > 0 使 得 由 

1 

Op t agit totes Ht es 

az AD RA Cr 一 0,1,2,---) 都 具有 形式 


= Ya + YE + Y% +e =.: 


Ta == 一 一 一 - + Yas (6-153) 
Ejire €r. 
W. ay tugab H -e Hott = AC 有 从 pl 的 


7 403% 


相 容 性 很 快 得 到 AC = 21) = 0, BCI) 一 201), 由 于 
a1) 0, 1/402) 以 部 分 分 式 的 展 并 式 其 形式 为 
1 1 
-一 一 -~ ， -154 
a) Ga ey tt?) (6-154) 
其 中 f(t) atA RAAR CMA 沪 单 重 而 且 斌 是 
iz.) = l. 
由 于 在 31 理 5.6 HEA tR ERAH., Am DO ESO 
hig Tayor 展 式 的 系数 是 有 界 的 , (6-154) 的 右边 第 一 项 的 
Taylor 展 式 中 的 系数 为 (sn 十 1)jol1).。 关系 式 (6-153) 
现在 恒 显 然 了 ， 
Hl. 对 于 Stürmer 和 Cowell FRE, 
ah) = oe — 254 -+ pt, ofl = 1, 
Fgh (6-154 pao pK (0) WE, RB rl, Nij (6-153) wear. 
现在 叙述 本 节 的 主要 结果 : 
定理 6.11. 如果 4 一 1 并 且 局 部 舍 八 误差 满足 (6-152)， 
HbA. FABRE (6-146) 对 y” = flix. y) RKR ERR RRE AIR 
4 AS Lo, A E 
六 _ ey TT * r* Xx. — a E 
ra < {epT Caa — et E+ T+ 2r* Nx, = 


xX exp{€x, — a*JYT*"LB), asx, Sb, (6-155) 
Sk eh BOR a* 像 在 定理 6.7 中 一 样 确定 ,其 中 


rs rr a 
1 一 APL ler Pal 1 — AL og tps)” 


证 . MA RP VPTRARA (6-150), FRA C6-151) 来 
表示 V Rates 我 们 得 到 


Ehf mtk + Dea? md bt 十 “ ”十 ifp 7 PAB Ae im tah mtk 
十 "十 可 0 人 下 十 tht Ban mtk tee 十 Sort 
十 Emte 一 Emt- m = O,1,2,°-+, (6-156) 


e404 = 


将 引 理 6.3 的 证 明 中 所 采用 的 技巧 用 于 这 个 关系 式 ， 把 《6- 
i56) AE Tp-k—oms 对 于 m m= Ü, l,e., 一 a, Ft E H 
DA. BF ore = r Sree m D, 恒 得 到 


ra = he {Barogar Babs TF Braonan Htt 


十 (RAY naa 十 Bs -aY 4-2 十 十 pe seit nakti 
a 

+ > (BET m + Prat m—1 十 "十 BoY ma) Bamana 
mas & 


+ ah TEET + Bar 十 Prao dga 十 


+ CPE a Fetes -+ BYo Jin-t 


nH—& 
+ >, CEY m 十 十 Bot ma temp 
oe 


a—k 
+ Tot» + > CY m — Y m—1J€a—me 


mr= 1 


利用 (6-151), (6-152) 和 (6-153), 右边 的 主要 三 项 的 界 分 
别 为 


TI 一 家 
KBK | Lirak + PL Bale) +7) Sj lrans 


æ hB (+ alet) t 十 py } 3， aC2y + ja(1)j De. 
Rass, x, PAA 2 Cr — ah, 于 是 用 定理 中 
的 记号 , 便 得 到 

Izal £ ACs — a LBS) Irn) +K, 
Ah K ERAD RERS AB REA. EEA AEA 


Wi FR Bernoulli FEARR ESIE 6.3 KUER — & E a Co- 
155), 
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6.4-3。 全 入 误差 的 统计 理论 。 MRe < Chg < DF, 
从 定理 6.11 可 以 得 出 结论 lrn| 二 KK。 因此 ,对 某 个 常数 区 ,， 


A 
R atk ~— R atkl = pi Entk? ntk + Nath 十 OKLA, 


(6-157) 
这 里 gw 的 定义 已 变 成 gm 一 为 (xm tm). 微分 (6-150) 
FA (6-157), tHE] 
Ekat 十 Ek- atk-i $b or 一 AA Bio nvkl nth 
十 … :十 Bogsrsl 7 ohlPinntt 二 "二 Botte} 
十 Eng — Entei + ,Kb', (6-158) 
其 中 kK, 为 另 一 个 适当 的 常数 ， 相应 地 ， 我 们 可 以 将 r 写成 
EBSA REZ 5S—-TRKE SARE 
ra = re + ry), 
其 中 SP 被 定义 为 《6-158) 对 应 于 8a — OM, Th re? 为 对 
应 于 eu 一 各 一 0 的 解 . 由 引 理 6.4 BERR BRE r HI 
为 常数 臀 以 已 ， 于 是 它 就 具有 一 个 单个 的 局 部 售 和 人 误 效 数量 
级 、 男 一 方面 ， 主 要 舍 人 误差 一 定期 望 为 £ 阶 的 ,因此 ,我 们 
将 只 考虑 主要 误差 . 
由 于 (6-158) (对 9, 一 07, 除了 一 个 形式 更 为 复杂 的 非 
齐 次 项 外 , 恒 等 于 (6-102》, 并 二 于 对 这 二 种 情形 均 有 有 
E Fo F, Tes 0, 
cP = 2 Lek Bini t cre + Pomi_ 2 十 E; — Eralda» 
其 中 dy HH (6-106) 定义 ， 重 排 后 ,得 到 


理 一 二 
rs? -= s, C desi — dait jË; + dann 
pak 


+ ah >, (Podati 十 Bidaiei 十 十 Badnt dn. 
imi 


+ 406 r 


我 们 个 假 录 公有 一 个 必 有 的 本 性 重 根 在 二 = 1 Ah. A 2= 
1, Hr (6-108) 以 及 其 后 的 式 工 ,我 们 得 到 
du = D Harsen) + OCOY, (6-159) 
其 中 
CE) = eosed — sleir), 
eC A s Ge) op 科 慎 问题 
c” = ge(ees ele) =i, ceCa) = 0, 
s” = g(x)s, sa) = 0, s‘Ca) =i, BC) = flexed) 
AY Be. 
URE dé = 1 SES TRA m = 2 (BNE 一 1 为 
仅 有 的 本 性 根 , 例 如 对 于 Störmer 以 及 Cowell 方法 就 是 那 种 
情形 》)， 通过 一 个 元 长 的 计算 可 以 证 明 ,; 在 (6~159) 中 以 OCD 
表示 的 项 具有 形式 以 rr ro 十 O(8)， 这 个 计 咎 过 程 我 们 不 
在 这 里 复述 ， 这 里 克 为 它 的 二 个 自 变量 的 连续 可 微 晤 数 .， 于 
是 有 (利用 十 oC) = 01) = ft + + pa): 
yo ew 2 Oe 
das dali p”) Ay ¢ I+ nd 十 OCA), 
oh Bod aoe “hosts ob Bada) = afl x Xn 十 OCA). 
因此 我 们 得 到 


oo 2 ve, 
re ay Da: Carta) + OCA) e 


+e > EEF ota) + OCA) a. (6-160) 


假设 ss Ma, 为 相互 独立 的 随机 变量 ,其 方差 为 
var( Bo) = gxn )o, var(me) = OCx,)r*, C6-161) 


1 这些 函数 在 6.3 申 记 为 fs ci Bos. 


Paa 


= #07 a 


其 中 oe) By OG) A SEROSY BER TT Pe RCH RAT AD, 
而 9 和 7 为 与 * 无 美的 措 [ 但 是 在 其 种 意义 上 , 它 依赖 于 与 
假设 e, = OCH), qa 一 OGP 相 容 ]。 TE -P 的 方差 可 用 
通 肖 为 形式 计算 给 出 : 


varC ry py == = Cte + OCA) a 


G eC) 
十 ~ ~ Cv, + OCA4))r’, 
其 中 


t, =A > {2 - Carex) | glar) 


va = À > PEREI ETA 
rak 


FARA sy KERR, 7 BY) 
in = r(x, ) 十 OCA), Pn — Cry) 十 OCA)s 


其 中 

tlr) = | |24 Cse) q(t) de (6-162) 
以 及 

E 一 人 Ua) lO a. C6-163) 
于 是 我 们 便 得 到 下 面 的 定理 . 


EFE 6.12. 如 果 E = 1 是 所 定义 线性 浓 步 方 江 (6-23) 
的 多 项 式 LE) 的 唯一 本 性 根 , 而 在 求 和 形式 6-146) 算法 中 
的 局 部 离散 误差 是 洲 足 (5-161) 的 相互 独立 的 随机 变量 ， 和 屠 
么 累积 合作 误差 的 主要 分 量 满 足 


varC r) 一 二 re) [z xa) + OCA)? 
+ (zy [olx + OCA)}, (6-164) 
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其 中 国 数 1(x) 及 v(x) 由 (6-162) Æ (6-163) WE. 

& k = 1S (6-128) PH TMA o, BBM el) 
的 微分 方程 。 我 们 可 用 类 亿 的 方式 得 到 关于 2(Cx) MS 方 
程 , 如 果 gt*) 汶 充分 可 第 的 话 ， 

1 — Agt — lgt = g” — 224, (6-165) 
Ka) = 9, Ca) = glad, Ca) — g Ca). 

6.4-4. 一 个 数值 例子 -我 们 已 对 典型 问题 y ”一 一 7， 
yO) = 1, y C0 = 0 以 最 篇 单 的 Stormer 方法 [在 (6-5) 中 
取 了 一 0], 并 用 传统 格式 与 求 和 格式 进行 求 积 。 传 统 格 式 为 

Yati — 29, 十 ya 一 — R Yn. (6-166) 
由 初始 条 件 ve = 1 ， 并 由 于 所 要 求 的 解 关 于 x 一 0 为 对 称 的 
《这 个 常识 无 需 知道 显 式 解 ， 通 常 直 接 以 微分 方程 就 可 以 得 
到 ), ya = yao 因而 与 《6-166) 一 起 ,全 得 到 


= yo(1 一 去 a), 
求 和 形式 的 方法 (对 a 一 1) 等 价 于 一 对 方程 


Yati 一 ya 一 点 下。 €6-L6é7a) 
Pag — Fa = SAV a4. (6-167b) 


利用 上 述 的 y 值 ; 由 (6-16 7a) 便 得 Fe = = kyo SX SEF IF 


始 计 算是 足够 的 ， 
RUST HE IBM709 计算 机 上 以 浮 点 运算 来 完成 的 ”， 
诸 用 对 称 舍 入 (没有 用 FORTRAN 系统 )、 对 传统 的 与 求 和 的 
格式 ,计算 了 500 个 数值 解 Faal 对 应 于 以 下 的 开始 值 : 
Fog ~ 1 gå, q=1,2,---,500 
CA Die AER RA A 277, AREE Ynt 


D 作者 对 资助 这 些 计算 的 Palo Alto, Californiat Lockheed WAARA 
示 感 谢 ; 并 年 感谢 将 它们 计算 出 来 的 M. Dale 先生 ， 


=. 409 » 


tw 10t) 


Fai (a AY #0 AE thd 2B 


ERS 
计算 的 均值 一 
i 


6.2 求 和 形式 


FELLA i ETT HT RB. BATES reg Yng Yna 
取样 点 为 xs 一 1:2， -12 均值 与 标准 偏差 如 图 6.1 和 6.2z 
Aran. 对 于 xs 一 12 的 人 恒 列 于 表 6.9 中 .这些 结果 清楚 好 说 
HAS FT OF RMB RE. 

沟 了 从 理论 上 对 这 些 结 果 进 行 分 析 , 我 们 利用 $3.4-8(iv) 


= 410 = 


bre a RE 
传统 形式 4x10-° 


RATES, 10 41077 


中 提出 的 理论 . oth RUA Ai 8w Bon RS RR 
布 , 狼 立 随机 变量 有 具有 方差 
i 


varl Em) = 本 Guyho 


varl nm) = = Pa Fh, 


其 中 日 为 一 常数 .由 于 IBM709 7+} HL ELLE e = 2# fi 
计算 ,从 (3-167) 我 们 得 到 = <o <l, PHBA 
Ha 


ATE Ym yT Ael TE. = COS XY 对 于 传统 的 形式 ， 定理 
6.10 预 估 出 


varl r) 一 O'u’ folz) + OCA) 


3 
其 中 oe Ce) 29 40 (ley 
"dy + 2 cosx)’, oO) = p (0) =s (0) = 0 
的 解 . 积分 便 得 
$y — 2rcos?r — sin27r 
v(x) igo 


PSEA eR 6.1 中 。 常数 8 ERRAR. EMT 
使 实验 值 与 理论 导 尽 可 能 地 符合 . 结果 表明 由 9 一 0.79 所 得 
的 结果 ,符合 得 最 好 ， 

对 于 求 和 的 格式 ,由 于 Fs, WAU y Cem) 一 一 sinxms 由 定 
理 6.12 可 期 望 


(6-168) 


e41i-« 


varl ry) = Se vx) + tx) + OCA)}, 


其 中 v(x) 和 OAM 
of me dy 二 20sinxz v0) = oO) = so (0) = 0, 
p” = — 4r + 2C sinr), CO) = 0, 0) = 1, 2"(0) 0 
AOE. 积分 得 者 


v(x) + rl 一 4x + ESOS + sin 2x 


所 得 的 值 标 于 图 62. AR. APPAR, Meas 
8 一 0.79。 9 取 这 个 信 ， 事 实 上 在 所 考虑 的 整个 r, 的 范围 中 
理论 值 与 实验 值 痢 符合 得 十 分 好 . 


6.5. 问题 及 附注 


$6.1 、 

1. 开始 值 ， 从 理论 的 观点 来 看 ， 用 rma (ATT iT 
算 .在 实际 中 ,使 用 "请 ”点 ze < 0) 往往 是 方便 的 . Plane 
设 yx WME 90) = 0 的 方程 y = Cx) y 的 解 ,使 用 Cowell 
AE, HP F) = f~r), MAB ya m y ARM (6-14) 
当 二 1 时 所 满足 的 条 件 得 到 


5 
1 + 754" 

Yi ™ Yo i 
1— L 
12 f: 


LEAR Fix y a 和 一 的 rz = OCA, 4A OT, 
2. 用 步 长 4 一 1 的 Cowell DH: (6-14), 解 初 值 问 题 

4 307 
1+ x? 
WPA * if, ye) 一 Acost2x + 8), Hit AAs HBR. 


= 412% 


y” 十 


yy 0, y0 = 1, y(0) 一人. 


试 确定 它们 ，. 
3. Riccati SHR. 车 yy = foy, BPR u — y jy 和 
y= yjy 都 是 可 徽 的 , 则 它们 分 别 满 足 一 阶 方程 
u = fle — #?, vo = 1 — flee’, 
4. 构造 一 个 显 式 , Mp 一 6, 太一 4 的 不 稳定 预 佑 公式 ， 


| 提示 : 确定 常数 <。 p。7y 及 5, 使 算 子 
Fati 十 Va-2 + oC Yati + Va + 28 Yn 
= ALY Cas 十 fad 十 2 站 


为 6 阶 。 有 唯一 的 解 为 a 一 16, 28 一 一 14， r= Š AR 
25 =% | 
3 


5、，、 确 定常 数 Ms, SAT 
Vata T Vata Koti T Ya = AL aC fesi + fats) 
+ elfari H fated} 

为 4 阶 , 并 计算 误差 常数 值 ， 

6. Ca) 证明 与 St5rmer 公式 有 关 的 算 子 当 9 二 2 和 一 3 
时 其 阶 数 是 一 样 的 ; 

(b) 证 明 与 多项式 (6-75) BRM 6 MAS HO<K pea 
时 阶 数 不 变 [ 在 xs+z ERER ]. 

7. 推广 到 高 阶 方程 。 显然 $6.1 中 的 很 多 理论 都 可 以 推 
广 到 形 如 

yi? — ry) 
的 微分 方程 , 其 中 为 一 个 任意 正 整 数 ， 然 而 定理 64 R65 
BY TE A Se JAE a H 
— Z |f m D p O H e H 
(i EE 


确定 的 系数 ap, 当 9g 寺 2 和 和 1 一 1， 2,-**HT, 满足 cz <0, 


- 413 -= 


证 明 当 326 时 ci 之 9， 因此 这 些 定 理 不 能 推广 到 9g > 3。 
8.《 继续 使 用 表达 式 


~ 3 
er té gë r 


\ log : +z 15 945 4725 
构造 区 于 对 微分 方程 
y” = Kry) 


积分 的 算 子 ， 它 是 稳定 的 《在 适当 的 意 兴 下 ) AAR = OR 
户 一 10。 [与 之 有 关 的 多 项 式 > ， 除 一 个 隘 数 至 子 外 为 唯 
一 的 : 

pC) 一 gh 十 Z I Dahlquist [1959], p.30] 


9. MESSHA 
elo) = f — 227 +1 
有 关 的 最 佳 算 子 . 
§ 6.2 
10. 确定 与 多 项 式 
Ca) pS) 一 — 207 + 1, 
Cb) off) = OH — tt — fe +t 


有 关 的 最 佳 方 祛 的 增长 因子 . 
11. 计算 与 上 题 中 的 多 项 式 相关 联 的 和 多项式 pe 以 及 
A, 这 个 量 . 


12. 对 在 问题 10 PAPAS ROSIN, WATE WHE S| 6.2 
结论 的 常数 了 和 v. 
13. 讨论 对 初 值 问题 
y” = ŽE, O) ~ 1, y'o) 一 一 2 
以 一 个 具有 误差 常数 C 的 上 界 方 法 。 所 得 数值 解 离 数 误差 的 
Seve. NAR: yG) 一 《1 十 2x)-9] 当 


o4]4 = 


(ai d = 1, TASHA, 

(b) d = 2, 2=2) 一 —1, 而 开始 值 由 ?了 阶 的 Taylor 多 
MA E]. 

14.* H eR (Ee) a y = AY, y0) = ł „y CO) = 4 
(4 = const), 用 形 如 85.3-1 HERR EM EHR RA 
证 明定 理 6.8 的 结论 . 

15.* 对 于 初 值 问题 ?一 《pp 十 1)Cbp 十 2Dxz pC) = I, 
71) 一 bp 十 2, 重复 问题 14， 其 中 心 为 方法 的 阶 ， 

16.* 对 写成 下 面 形 式 : 

ŒV ats + ,_— iV ntse] + te + oe F nas 
= ALB nts + sf.. + Bfn] 3 

其 中 cf, T Œp’ Bp — n> = = O, l r nn Ea 的 对 称 莽 分 方程 
(6-23) 导出 类 似 于 第 五 音 问 题 32，33 及 34 的 那些 结果 . 

$6.3 

t7. ST mCx) 的 一 个 下 界 。 证 明 me, Ce) = Ja, Ge) 1; 其 
中 nlx) 由 

nig (0) 一 idag ene) + p(x), nga) — Ca) = 0 
确定 ，| 利 用 人 OD & | ora] | 

18. 关于 miD — A ER. FF Schwarz 不 等 式 , 证 明 

mie) < D| paar, 
19. FF 5, 为 一 个 稳定 多 项 式 ofS) 的 重 根 ,证 明 
1P Ct) < Jel + 24, 
| AURA BEEK ee) 一 ax 一 5 TI C 一 为 ] 
me aa 
26. 对 了 于 


“一 一 8 m1, ?70 一 一 2 
¥ 1+ 2x° ¥CO) s ¥ €O) 
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RHR Ro). 当 (4) gg l, (pyg 一 天时， 
la. S01 + 2x, 便 得 


ew l J i7, — oe gv 
Ca) 9 Ce) TA zé ts 2 — 17 Sh 
Li JEDE L pT 
0) 26) — [EME 2 reoc) 
21. 对 方程 
oe 一 ' =~ — 
¥ C1 + 2x? yO) I, y0) 2 
重复 问题 20. 


22. (a) 证 明 与 定理 5.17 类 似 的 如 下 结论 : ”每 一 个 稳定 
的 ,与 一 个 相 容 算 子 有 关 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 (0 具有 
JEI Gn, 其 中 了 为 割 酌 多项式 的 琵 积 :在 乘积 里 中 人) 恰好 
出 更 二 次 和 而 每 个 其 它 的 因子 至 多 二 次 。(B) 列举 及 有 具有 适 
合 的 相 容 性 和 m = 0, k = 6 的 稳定 的 ， 首 项 系数 为 1 的 多 
项 式 ， 

§ 6.4 

23. 利用 Cowell FEA 求 和 ”形式 ,重复 问题 2. 

24. Xj ALG 20 所 讨论 的 情形 ,确定 函数 Cx), 

25°. aR FAB, Ba’ Batoe Fea Bernoulli 2, a Hildebrand 
[1956], p. 150 中 所 定义 ;证明 由 (6-145) 所 定义 的 开始 常数 
AGRE 
aH = Boy' Ca) + EAO +--+ ooh; yO a AP 


+ (Be +e yaar + oC), (6-169) 
Pp! 


HEE p MC 分 别 表示 方法 的 阶 与 误差 常数 . 


= 416 + 


26.* 令 rep = 0,1,2，***) 2 (5-20) Bre ee eK, 

ip ok + 1, TERR 
aH = y Ca) + AL rtf, — vrivfy +- 
+ ELVE + OCA), (6-170) 

注 

§6.1-1. Cowell 和 Commelin [1914] 在 它们 的 Halley & 
星 轨 道 的 计算 中 , 莹 使 用 8 一 4 的 (56-10) 其 系数 等 同 于 我 们 
Bo, ot, FH Bennett, Milne kl Æ Bateman [1956], p. 
82—83 所 给 出 .然而 对 应 于 我 们 的 oe 和 93 的 值 是 有 错误 的 . 
其 它 的 直接 积分 二 阶 方程 的 特殊 方法 为 Zadiraka [1951], 
Jacobsen [1952], Mikelazde [1953a7, Urabe 和 Yanagihara 
[1954], Sconzo [1954], de Vogelacre [1955], Salzer[1957} Er 
给 出 . 

$6.1-8. 定理 6.4 和 5.5 中 所 包 全 的 结果 来 自 Dahlquist 
[1959], Heb A— 2 Conte [1958] 独立 地 获得 . 

§6.2-2, 关于 特殊 方法 的 先 验 界 为 Muhin [1952a]， 
Weissinger [1952], Maithieu [1953], Serrais [1956], Sheldon, 
Zondek 和 Friedman [1957], Uhimann [1957a] Aree. 一 般 
线性 多 步 方 法 是 由 Dahlquist [1959] 论述 的 . 

§6.2-3, 组 稳定 的 图 形 讨论 沪 Collatz [1960], p. 136 所 给 
出 ， 

86.4. Cowell 方法 的 求 和 形式 与 ~ 个 积分 方法 是 窗 切 和 相 
关 的 ,该 方法 天 文学 省 至 少 从 1800 FRE ABA. HRA 
“一 次 和 方法 ”或 是 方法” 册 von Oppolzer [1880], 
Jackson[19241)。 该 方法 为 Herriek[19513 公布 而 引起 一 般 计 
算 公 从 的 注意 然而， 显然 没有 认识 到 该 方 落 在 代数 上 是 等 
价 于 我 们 这 里 的 Cowell 方 鞭 , 它 的 主要 的 优点 在 于 减少 合作 
误差 并 且 求 和 的 好 处 不 只 局 限于 Cowell FR. 求 和 形式 在 
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一 个 非 天 文学 的 问题 中 Cowell WHEAT AM 为 Detumar 和 
Schlüter [1958] 所 指出 。 这 :一 节 的 理论 结果 Henrici [1960] 
曾 简 生地 发表 过 ， 确 附加 的 数值 试验 在 Henrici [1961] 的 工 


作 中 报导 过 . 
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第 亚 部 分 边 值 问题 


到 只 前 为 止 ， 所 讨论 前 方法 主要 是 为 了 解 初 植 问题 敬 设 
计 的 。 在 这 些 疝 题 中 ;所 有 为 确定 解 的 必要 的 附加 条 性 《了 内 仙 
分 方程 外 ) 都 是 在 同一 个 点 上 给 出 的 ，. 然而 在 许多 实际 问题 
中 《附加 条 铂 ) 却 在 几 个 不 同 的 点 上 给 出 ， 重 如 , 想 训 确定 一 
个 从 地 球 表面 的 一 个 挤 定 的 点 在 给 定 的 时 间 内 飞行 到 男 一 个 
点 的 弹道 导弹 的 轨道 。 这 种 向 题 就 称 为 边 信 问题 >， 由 于 对 
单个 的 一 阶 微分 方程 通常 仅 需 一 个 附加 条 件 就 足以 确定 解 ， 
所 以 真正 的 边 值 问题 车 少 涉及 二 阶 的 微分 方程 (REDAH 
二 个 方程 的 一 阶 方程 组 )。 

由 条 件 “- 

y” — f(x,y), Ya) = A, yo) — B 
所 表示 的 边 信 问 题 或 许 是 最 简单 的 ， 其 中 > A AB 
已 知 常数 。 将 求解 边 值 问题 化 泳 求解 一 系列 的 初 值 癌 题 ， 理 
- 论 上 总 是 可 能 的 . © yla) 表示 将 上 述 问题 的 条 件 xCz) 换 
成 ya) 一 a 所 得 到 的 初 值 问题 的 解 ,其 中 o 是 一 个 参数 . 因 
此 上 述 和 这 值 问 题 等 从 说 对 求解 方程 (一 般 是 非 线性 ) 
y(b,a) = B, 
AT LU E+ PRA E a RAPE SR Newton 法 来 实现 . 
店面 的 方法 是 着 用 的 , BER g(x) 一 和 fx el 为 初 值 
问题 CA $7.1-1) "=fr, yla) ns na)=0, q Ca) =1 
的 解 . 


D 对 于 妾 可 条 件 精 确 地 在 两 个 不 局 点 上 提出 的 ,通常 称 为 梧 点 边 值 问题 
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FREK yra) 的 值 一 次 [如 果 使 用 Newton 2: SER 
E n(x .0)] 要 求解 一 个 初 值 问题 。 不 过 上 述 的 “打靶 ”方法 
[在 苏联 也 称 为 “drive-through” 方 靶 ] 也 许 还 是 提供 了 一 个 可 
行 的 方法 .在 苏 它 的 情形 下 ,特别 当 微 分 方程 组 复杂 的 或 当 
初 什 问题 预示 善 数学 的 未 稳定 性 时 ， 此 时 用 其 它 的 更 汶 直 接 
的 方法 处 理 已 知 问题 可 能 更 好 一 些 。 在 第 七 章 中 。 我 们 主 论 
一 种 在 实际 中 常用 的 方法 ， 这 种 方法 在 于 用 一 组 隐 式 差分 方 
PREA ERE. 

Be fs F EDA BS BS 0 a AE 
ay Re ERE a" et yp = O, y(0) 一 0， 
yC1) 一 中 ,对 任意 的 Ca y = C sine x 都 是 一 个 解 一 
或 者 又 如 在 问题 y” 十 my = 0700) = 0,701) = 1 中 其 解 
就 不 存在 ， . 

这 些 篇 单 的 例子 指出 ， 边 值 问 题 的 数学 理论 要 化 初 值 问 
题 的 理论 复杂 得 客 。 因此， 必须 预料 到 这 类 问题 在 数值 处 理 
的 理论 上 也 有 阿 样 的 辣 题 。 为 了 能 体现 数学 的 连 吹 性 则 时 篇 
幅 又 不 太 元 长 ， 在 第 七 章 中 我 们 将 抬 注 意 力 局 限于 一 类 赂 为 
特殊 的 、 但 仍 为 非 线性 的 问题 。 这 类 问题 所 展示 的 大 窗 数 攻 
质 , 它 们 对 更 复杂 的 启 题 也 是 典型 的 .此 外 ,这 里 将 讨论 的 大 
多 数 方 法 都 能 适用 于 更 一般 的 情形 。 关于 边 值 问题 数值 解法 
WE Ae RAs ae Collatz[1949], Collatz( 1960], 
Fox [1957], 
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第 七 章 一 类 二 阶 非 线 性 
边 值 问题 的 直接 方法 


一 个 边 值 问题 被 称 为 M 类 的 ,如 有 雪 它 具有 形式 
y” = f(x,y); yla) = A, yb) = B, (7-1) 
Hpo Ag Ah aoo, ANB ATE AEA. m EAR 
n 除了 满足 存在 定理 1.1 a trah BILE jy(x,y) 为 
PE Se Fe 
fixy) 0, aSer sb, yo (7-2) 
GRI. ARP ie AA BM ma, SEE EE 
AR BEE AS Fa] EB ee Be BH 


7.1. 求解 的 方法 


7.1-1. 唯一 解 的 存在 性 . 将 问题 集中 到 类 的 主要 上 由 的 
是 为 了 下 面 的 定理 : 

定理 7.4， 对 类 的 边 值 问题 有 唯一 的 解 . 

HE. $ yr, a) 表示 初 值 问题 y = Kx,y), pCa) = A, 
ya) o AR. 利用 微分 方程 的 一 个 标准 定理 8，*fxzya] 为 
x 和 ce 的 一 个 连续 通 数 ,而 且 yle) 也 存在 , 它 对 于 xE fas 
6) 及 所 有 的 = 是 连续 的 。 为 了 证 明 关 于 的 方程 

y(b,0} = B 
确实 有 一 个 解 :我 们 将 证 明 
“1) lin, BH Coddington and Levinson [1955] 第 一 章 , 定 理 7.5， 
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vol bisa) = ng. (7-33 
下 对 所 有 e fA AA TE a Se Re SRA. Riz 
取 每 一 个 值 只 能 有 一 次 , 便 得 到 所 要 求 的 结论 ， 
3 T TEAS (7-3) 我们 将 恒等式 7 《xc = fCxsxCx sa} ) 
mo RSs. lh ale) 一 ya ,a), HB 
n(x) = f,Cx.y€x,0) ob, (7-4) 
A y(x,a) HEX RIA 
Ca) = D, mn ta) = 1, (7-5) 

FRSA H s Se N ye) Sr a 假设 对 于 
Hep pelab], Of — a 当 * 一 4 Hy) IEA, 
FaG) > 一 0 不 失 一 般 性 :我 们 可 以 假设 

gia > 0, Hadr. (7-6) 
利用 中 信 定 理 , gE) m CO 一 am Ed, WTS E Ek). 
由 此 得 wC5) 二 1。 eh fase BE PP a’ OD), SET 
E (a,b1), 我 们 得 到 n CE ya) = (Er aJn (ea). 由 于 
Ca) = 1, FERS y Gp 二 0。 这 就 与 微分 方程 (7 一 4) 
HFA AHA p OR C7-6), BEE a x — a. H 
要 求 的 关系 式 (7-3) 即 为 x 一 上 4。 的 特殊 情形 . 

7.1-2. 建立 一 个 有 限 差 分 格式 。 对 于 对 类 的 边 值 问题 的 
HERE, 我 们 引进 点 x, 一 a 十 n(n 一 0,1,-"*,ND), 其 
h k= Ck aN’, 而 NN 为 一 个 适当 的 整数 .于 是 就 设计 了 
一 个 差分 格式 来 确定 Yas 期望 它 在 点 x, 上 近似 精确 解 pirn). 
得 到 这 样 一 个 差分 格式 的 自然 途径 , 是 要 求 y。 FE TA 
H r, CME- ARF 6-23) 的 差分 方程 

CA T Fp ntg—a "TT yn 
— K’ Befort -Bf —0. (7-7) 
按照 这 样 的 方法 ,再 选取 这 些 系 数 。 使 得 相关 的 差分 算 子 《6- 
24) Sy = fre, VORA. BRR ABE RR 
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xi 过 0 因为 由 此 产生 的 关于 +, 的 方程 组 在 任何 情形 下 都 是 
隐 式 的 ， 因 而 (7-7) 不 再 需要 对 ya, 来 说 是 可 解 的 。 然而 ， 
有 另外 的 困难 :正如 在 任何 代数 问题 中 那样 ,我 们 为 了 确定 来 
知 量 需 要 有 与 末 知 景 个 数 一 样 多 的 方程 。 由 于 y 和 yw 是 由 
边界 条 件 所 确定 的 ,三 我 们 这 种 情形 , 未 知 量 为 oy, 
如 果 差 分 表达 式 的 步 数 一 2。 就 要 引进 新 的 未 知 量 ， 例 如 ， 
或 Ynes 而 对 它们 并 没有 立 出 方程 
这 全 困难 和 通过 在 边界 点 附近 处 将 差分 方程 适当 地 加 以 修 
改 便 可 克服 ;如 果 巨 一 2 这 个 最 小 的 可 能 值 ,全 然 不 会 产生 这 
种 情形 。 由 56.1 HE, BORE (7-7) 中 太一 2。 又 如 果 有 关 
的 差分 算 子 有 下 的 阶 p, 那么 其 分 方程 必 与 形 如 ? 
一 ys- 十 fyn — Yati E A {ofni t pf + Bafesit = 0 
(7-8) 
RAFERAA Hh A t+ p +t ehl 关于 边 值 问题 ,最 常 
用 的 差分 方程 为 
一 ya 2 — Yar +A, = 0 Cp —2) (7-9) 
以 及 
— Ya 十 Zyn 一 Yara 十 SPU + 107, + fat) = 0 
Cp = 4). (7-10) 
看 来 对 于 大 多 数 实 际 问 是 ,建立 在 (7-8) 下 的 差分 格式 
是 适合 的 .因此 ,在 本 章 中 我 们 将 只 涉及 形 如 (7-8) MESH 
程 . 关于 更 复杂 的 差分 格式 的 构造 ,读者 可 参看 Fox [1957], 
以 下 两 小 节 中 的 注释 并 非 以 后 理论 研究 的 课题 . 
第 二 类 和 第 三 类 边界 条 件 . 附 加 在 (7-1) 中 的 边界 条 件 ， 
称 汐 第 一 类 边界 条 件 , 在 实际 中 也 出 现形 如 
ayla) + By'Ca) = A, ryk) + by'(b) = B (7-11) 
的 条 件 , 其 中 cy 6,7,5 SRM, P+ PSO, 条件 (7-11】) 
D 为 了 以 后 态 恒 选取 在 这 个 表达 式 中 的 记 导 和 下 标 。 
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RoR ERB RAER ER Aer 一 0 或 20 
HER. 上 述 格 式 容易 推广 到 这 些 情 形 。 在 (7-83 eh > 
天 一 和， 并 用 《7-11 的 第 一 个 方程 可 消去 y,， 便 得 到 关于 
yo 的 一 个 附加 方程 ,其 中 yla) 一 yo 及 
y Ca} = Cx, — ya, 

为 了 得 到 yw 的 方程 ,可 以 采用 美 似 的 方法 。 关 于 第 三 类 情形 
的 某 些 问题 解 的 存在 性 ,可 参看 问题 3. 

Rab te. 在 许多 问题 中 ,特别 是 解 ytx) 必须 预想 到 在 区 
fA] [e] 的 某 些 部 份 变化 饼 而 在 另 一 些 部 分 变化 慢 ， 这 就 没 
有 还 由 在 整个 区 间 使 用 同一 个 步 长 &.。 看 来 一 个 较为 自然 的 
AE AR [Fe:2] 分 解 成 一 系列 的 子 区 则 而 且 在 每 个 子 
区 辣 中 ,按照 预料 到 的 ?的 性 态 ， 而 以 不 出 的 上 求解 。 上 
述 的 差分 格式 是 容易 适合 于 这 种 情形 的 ， 如 果 对 任意 二 个 和 
仿 区 问 来 说 ， 在 一 个 区 闻 中 所 用 步 长 为 另 一 个 区 间 中 所 用 的 
整数 倍 。 对 于 二 个 步 长 的 比 汶 2:1 的 情形 ,如 图 7.1 BR. 

7.1-3. ZAC HS 线性 情形 ， 与 第 三 章 的 情形 一 
样 , 下 面 的 讨论 可 用 短 阵 和 向 量 记 号 加 雇 简 化 .引入 向 量 ? 


Fi frisy1) 
¥2 Fras ya) 
Y = “ > EY) = : 3 
YN- fCxnx 15 Yn? 


A Boh? fero A ) 
z 


ea D 
B — Phin, B) 


12 必须 指出 向量 Y 的 元 素 为 近似 于 在 不 同 点 上 同一 个 函数 的 那些 值 , 而 在 
Booth Y 的 元 索 为 近似 在 同一 点 上 的 不 同 函 数 那 些 值 。 
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在 差 劳 方 者 让 
(ERIGA 
图 7 了 .1 变 步 长 
Ci Je RE 
2 一 1 
-一 ] 2 -一 
J 一 T. . 3 
--1 2 —t 
\ —] zl 
8. Bs 
Bo B B 
B = a 
Bo Ê f 
Bo ff 


{在 这 些 矩 阵 中 所 有 的 不 在 主 对 佣 线 上 或 次 对 和 角 线 上 的 元 率 

BoE). MER (7-7) Xf n = 1, 2,°°°N — 1 Rea 
的 方程 组 ,可 以 写成 紧 丐 的 格式 

JY + A BECY) — a, (7-12) 

在 一 般 的 情形 下 ,求解 这 个 方 吕 这 的 方法 将 在 $7.1-4 吉 

讨论 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 的 注 兽 力 集 中 在 给 定 的 微分 方程 为 
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ERE HITS IBD f(x. yj 共有 形式 
flx,y) = gx)y + k(x), 
其 中 gtx) RRO) ABER. FE AS 


g(x.> 
gx2) 
G= -, 
e(xy—s) 
aN [ray tet 
Cx) 
Rix) 
RC xn ) 
我 们 可 以 窟 成 


{iy} = Gy + k, 
那么 方程 组 (7-12) 化 成 线性 方程 组 
Ay =b, 
其 中 


A =- J+ K BG, b =a — # Bk, 


(7-13) 


(7-14) 


En 7A ERE H (7-13) 的 阶 可 以 很 大 (事实 上 , 当 4—0 
时 阶 趋 于 无 穷 ) 而 它 的 数值 解 却 相 对 地 容易 求 出 ， 这 是 由 于 
BE A BEA Me JAB, 而 它们 却 上 只 有 仅 在 主 对 角 线 及 其 
相 令 的 次 对 角 线 上 有 非 零 抑 素 的 性 质 ， 这 种 类 型 的 矩阵 称 为 
三 对 角 的 。 事实 上 ,如 果 A = Can), MAH 7-14), BH 


有 


ünn 之 十 Bika» Gnn- = — i + A’ Bok n-ais 
Seats 一 一 1 十 ABE nai. n == 2 ov 一 1 


H] — |] = 1 AT apa == 9, 
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含有 非 奇 民 的 三 对 和 菠 符 阵 的 线性 方程 组 采用 Gaus $ 
注 量 容易 求解 ， 它 可 以 方便 地 概括 如 下 假如 我 们 已 经 成 


功 地 确定 了 二 个 具有 特殊 形式 的 非 霖 异 乍 阵 荆 一 (ima) 利 
U = (mm): 


:1 


[NN 4 


Clim = lsimn = 0 24 2 mm Bee ew <item — 1 


Hy, M13 
Ho, Hap 


U 一 | 


| Ta . HN=-2,N-1 


Hyll 


Chug = 0 a eam n m + 1) 


RA in 

LU -- A, (7-15) 
3h TRR C7-13), R1] ESCE z, 使得 

Lz = þb, (7-16) 
然后 确定 了 使 

Uy = z, (7-17) 


HFE y= Uz = UYL b = Ab, inik AE NAS y 
fe (7-13). 
为 了 实现 这 个 方案 ,我 们 指出 《7-157 等 价 于 关系 式 
Hy, = diss (7-18) 
been iin = Anais! = 23,"" iN — 1, (7-193) 
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len—sttm—iin 十 Hain 一 Barns (7-19b) 

Hanti 一 Aantis B= 1,25++-,N — 2. (7-19) 
关系 起 《7-19c) 立即 给 H Hants 为 了 递 推 地 求 得 1,,n-; 及 
tons 可 以 重新 将 关系 式 《7-19a) 和 《7-19b) 排列 如 下 : 


HiIl 一 Bais {7-20) 

om = n = 2, N — l, €7-21a) 
Le | 

Hae ~ nn ` lam—-18n—1406 (7-2 lb) 


当 n-un = ORR (7-21) Bee. 如 困 有 这 种 情形 ， 
那么 ,用 det A 表示 A BRETT RA RNA “ 
det A = det U det L = sta HNN-i = 0; 
TEA 为 奇异 矩阵 . 
向 量 z 与 上 可 外 关系 式 
a, = b, 
Eana Fb HO 25°° +N — I 
同时 确定 , 它 可 以 递 推 地 改写 成 形式 
gi = &, (7-22a) 
Za = by — Tannin Lis 2 = 25°°+,N— 1, (7-22b) 
MAH (7-17) 节 写 成 分 量 形式 ,我 们 得 到 


#N—1,N-1¥N-1 T EN? 
Mand F Hannya = 2a, 2 = 1,2," N — 2, 
AT SR DEI ARI yo, LERRA 
RAU FAT. T E WER 


yni = Se, (7-232) 
Hyi N 
Pa = Zn MasetiVati | n = N —2,-++,1, €7-23b) 
Hawn 
完整 的 过 程 可 以 概括 并 下 : 
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(出 # 一 1 开始 ;人 以 以 下 关系 式 计 算 ze。 和 Be: 


[ita 5 2u» z = bys 
—— Pani 
È nni = — a 
Ws —isn-1 
Hain = Ann — ee 
= eas iV — 1 
lz, == Pn nini Ën- 


E laos Toto ORF ER ATA PERS AAD AY IFS R R 
求解 而 外 。 量 ann 和 bn 在 计算 出 wwn 和 2, JB. 
(了) 由 # 一 N 一 1 开始 ;从 以 下 关系 式 计算 y，: 


Yy == Nl 
wd 
HN—1rN—1l 
Bn — fp, 
y, = Ati att y = N — 2, el, 
Hairi 


整个 过 程 大 约 需 要 3N 次 加 靶 , 3N WERA 2N 次 除法 这 
HA ELA GIN AE RRRA ELR AE A E yE i o l So e 
113M 次 相 比 ,就 十 分 育 利 了 . 

数值 例子 。 求解 由 边 值 问题 y = 0, y(0)—0, yt(1D=1 
所 产生 的 三 对 角 线 方程 组 ,采用 算 于 《7-9 A= 02, X71 
中 的 箭头 说 明 计 算 辅 助 量 的 顺序 . 

FA Gauss 算法 求解 简单 边 值 问题 


n Gn, n-i fna dant Ön fan- Hna ta Va 
1 2 -1 0 a 3 
i 

2 -1 2 -1 0 一 $0 z 
gÉ, i 

3 一 1 2 =i 0 一 ae z 
t 

4 —I 2 I 一 县 Š ny | —> É 


上 还 算 靶 仅 为 寻找 (7-13) 的 解 y 服务 的 ， 候 设 这 个 解 
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是 存在 的 话 .。 在 类 问题 解 的 存在 性 〈 或 是 相当 于 A 44E A 
FO §7.2-1 中 证 明 ， 

7.1-4. BOMBA AMES ARRAS, ROR fCx,y) 对 
> 是 非 线 性 的 ， 便 不 能 希望 用 代数 方法 求解 方程 组 (7-12), 
bs ik Se REE REC E. 为 时。 我 们 所 介绍 的 方法 是 一 种 推 
广 的 解 超 越 方程 组 的 Newton-Raphson 方法 。 

在 单个 方程 的 情形 下 ，Newton-Raphson 方 社 在 于 对 已 知 
方程 fo) 一 0 的 线性 化 ,通过 将 其 xz — flr) 换 成 芷 xi 处 
fx) 的 微分 。 if x? BELA eT RR, CATR RE EAS 
方程 站 十 Cr Ax = 0, + FA yD me p 4 Ar E a BY 
作 一 个 较 好 有 的 近似 值 ， 如 有 必要 可 延续 这 一 过 程 。 完全 类 很 
地 ,如 末 认 为 了” 是 一 个 接近 方程 


Jy + > Bf(y)— a =0 (7-24` 
HAREE, T -E MA E 
roy?) = Jy™ + #? Bf(y®)— a (7-25) 


2b. BRITIA ry) 的 增 量 换 成 在 了 一 yO 处 它们 的 
微分 , 并 从 所 得 的 线性 方程 组 中 解 出 向 量 Y BOS, kta 
我 们 记 为 Ay. 由 于 表达 式 J 了 对 了 来 说 已 是 线性 的 ， 向 量 
(yp E y = yp ibar Fay ay, HA F) 表示 对 
HERE.: 
AEREO, 0 
F(y) = fo Caya) 


0 
因此 线 姓 北 的 方程 组 (7-24) 可 写成 
riy”) + CJ + PBFC y Ay = D, (7-27) 
而 它 的 和 解 由 


. {7-26} 


fy tnis Pw) 


Ay = Ay® = —Aly® rly) 
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2 YH » fe Rn Aa RE 

Aly) = J + # BF(y) (7-28) 
WERE y = y” 处 存在 的 话 。 如 时 一 切 进 行 正常 ,向量 
ye = yO + Ay? 将 是 精确 解 的 一 个 较 好 的 近似 , 剩余 向 量 
rty?) 将 会 更 小 ， 用 y? 取代 y” 的 位 置 并 重复 这 个 过 程 直 
EYE OA wk. 

在 §7.2-4 (PRP iE TM 2B alge, MPA hw A 
方程 组 (7-24》 ME yo ME Newton WEE FP 4E AA 
BY] yn = 1,2, +++ a RRRA yo BRU UE 
E y” RAS. 在 这 一 节 中 ， 我 们 主要 考虑 计算 方法 各 
Ml, 以 这 方面 米 说 ,应该 指出 和解 47-272 BOR ACy™) 
的 逆 滤 阵 ,唯一 需要 解 的 是 关于 A y 的 分 前 的 线性 方程 组 

ACy®)Ay = —r(y™). 

All FR eRe ACY 同样 为 三 对 有 角 的 这 一 事实 ， 便 可 大 大 简化 
求解 过 程 。 事实 工 , 如 果 Ay) = (annd RIJE 

Arena = — l + A Bof aniya) 一 2 一 上 

ann = 2H Pf xayri a an= l,e NM l, 

dasti = 一 1] 十 A Pafs Entis YH) n = l; -N — 2, 
而 其 它 的 所 有 元 素 均 为 零 。 因而 在 3$7.1-3 h HRED H E 
可 直接 采用 Newron 方法 在 每 进行 一 步 时 ， 除 了 与 解 线性 
方程 组 有 关 的 工作 外 , 只 需 外 加 对 剩余 阿 量 ry’) RUT te 
数 x 一 1) 进行 计算 ， 

RAS. RA 0,1 以 差分 算 子 7-93 解 由 非 线 性 边 

值 器 题 

y = —2 + sinhy, (0) = 0, yl1)~0 (7-29) 
所 产生 的 其 分 方程 。 正如 所 说 ， 该 问题 包含 了 9 个 未 知 量 
Yis Vas * ovo. 然而 条 用 精确 解 Yo 满足 Yo 一 其 1 一 二 ) 
的 事实 , 可 使 计算 工作 量 上 几乎 减少 一 半 # 它 可 由 定理 6.1 得 到 
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(7-29) 解 的 唯一 性 很 快 地 得 出 ]. A, RATE Bie 
Fa = ¥io-n> 
到 而 具 需 计算 值 J 用 yo 一 ya, E (7-9) 产生 的 
差分 方程 为 
2y, — y: + 0.010 —2 + sinh y,) = 0, 

— y + 29. — y, + 0.010—2 + sinh yo = 6, 

— ys + 2y4 — ys + 0.010 —2 + sinh y) = 0, 

一 2Y4 + Żys + 0.010 一 2 + sinh y) = D. 

FRITH PRE vO) 一 «Cl — 2) AIRED eee, RA 
数 是 (7-29) 略 去 非 线 性 项 sinh y 得 到 的 解 , 所 产生 的 剩余 向 
BA 

ry) = (6.00090122 ,0.00160684 ,0.00211547, 
0.00242311,—0.00252612) 
以 点 十 阵 
ACGy™) = 
2.01004053 —1 
—1 2.01012827 —1 
一 1 2.01027131 一 1 
一 1 2.01078939 
一 1 2.01031413 
【来 标 出 的 元 素 为 堆 )。， 求 得 校正 量 Ay 为 
Ay” = (—0.0075325,—0.0142394, —0.0194337, 
—0.0228116,—0.0239511), 
新 [的 近似 值 7 = y” + Ay? 产生 的 剩余 向 量 为 
rv) = €0.0000000 ,0.0000002 ,0.0000003 ,0.0000006, 
0.G000008 >, 
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进 - + 2 Jf BY te TS: Pe Ae al 
y™? = (€0.0924662 ,0,1457580,0.190525,0,.2171837, 
0.2260438), 
AT EK BURL eR CS rey ®) = 6, 

象 现 在 面临 的 这 种 问题 ,其 矩阵 AC) Moc FIRM 
RHUKMT ys AIRE y 一 Yu 处 计算 ACy), WIM 
关系 式 

ACs jay” -一 rí y"), py = i,2, one 
确定 更 好 的 近似 值 . 


7.2. 浴 分 方程 解 的 存在 性 


在 7.2-1 及 7.2-2 中 ,我 们 将 讨论 与 边 值 问题 的 数值 解 有 
关 的 矩阵 的 某 些 概 念 。 作 为 一 个 推论 。 我 们 将 得 到 线性 方程 
#4 (7-12) Al (7-27) 恒 有 唯一 解 的 结果 .。 在 7.2-3 和 7.2-4 
HP, RES AAs 个 未 知 量 的 2 个 非 线性 方程 的 一 般 方程 
组 的 Newton 方 尘 进行 讨论 。 作 为 这 个 讨论 的 一 个 应用 ， 我 
们 将 对 针 类 这 值 间 题 ， 建 立 一 个 定理 来 保证 形 如 在 7.1-4 中 
所 讨论 的 Newton 方法 的 收 人 敦 性. 

7.2-1. 不 可 约 和 给 阵 。 令 殉 为 前 = 个 整数 所 组 成 的 集合 ， 
WW 一 《41,2,- #4。 一 个 算 阵 A = (an) 称 为 可 约 的 ， WR 
W feo ERR PIES ART RST, He Bre SH 
JE 了 时 er 一 0。 象 通 党 在 集合 论 中 那样 来 表示 ， 上 用 UU 表 不 
二 个 集合 的 和 集 ， 以 几 表 示 二 个 集合 的 交集 ， 并 以 应 用 未 空 
集 . 对 3 和 和 工 提 出 的 这 个 条 件 , 可 以 形式 化 地 记 作 SUT=—WY, 
SOT = ,SBT I. 

通过 将 序列 代 ,2,3,-… sn} 进行 以 下 方式 的 置换 ， 使 得 
BI rU Sram PRET SMe —r PART. 
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可 以 看 出 :一 个 可 约 拒 阵 与 一 个 形 如 
的 0 
A, An 
HARREI Rh A, R ADA r Fe — r 阶 的 方 阵 , A, 
为 一 个 人 2 一 *)Xr 的 长 方 阵 ,而 8 为 *> xfa 一 r) 堆 矩阵 . 
冰 此 ， 一 个 具有 可 的 性 非 奇 异 和 矩阵 的 线性 方程 组 共有 这 样 的 
性 质 ， 即 方程 组 中 的 某 些 方程 可 忆 在 不 需 考 虑 其 它 方程 的 情 
E ES 
CR —-P Re RE COA, BRE EEO RT AD, RIE 
ii, E WIERE (7-140 的 不 可 约 性 是 重要 和 的 ,就 这 方面 而 论 ， 
FHF AA. 
定理 了 .2. 一 个 nn S22 Hee A = Ca) 为 不 可 的 的 
ARRI ENTER TER i Mj CW, few, FES 
A gy RH eN 


Lia aii Binid =.. > Bing site (7-30) 
ABUTS (7-30) 的 非 零 元 素 捉 被 称 为 一 个 链 。 如 时 
eis = Ü, 


Se (7-30) WRU AH Pos a;; 组 成 . 

i. G) 假设 A DIAN, BS s 和 工 是 上 面 所 介绍 的 
集合 、 由 于 在 链 ie} PHARETR DG TE, 这 具有 三 
种 可 能 性 : 

Ca) f€ Ts, hE T; 

Cb) iE Ty ES; 

Cc} fo 1€E Ss pE S, v= Lyre sym, 
EZ EA PRED FER Gosti tnd 只 能 一 次 改变 它们 
的 所 属 美 系 到 和 集合 5 和 工 中 的 一 个 ， 如 果 它 们 确实 有 变化 的 
话 ; 只 能 从 工 变 到 二 中。 出 此 得 出 不 可 能 存在 一 个 1 一 jo€ S, 
j= 7,€ T ABE. 
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(HARARE =", j= jt. 令 5 为 所 有 使 
得 对 (1*,j) 存在 着 一 个 链 的 下 标 i 的 集合 。 如 果 5S 一 Oe 
意味 着 a 一 0 对 jj 一 1,--…,n， 于 是 入 为 可 约 的 。 WR 
S D, &T=W—S, HF PET. T + Ø, BRTUS=W 
BTNS— Ø, BUS. 168,476 TH a = ORES 
A 六 可 约 的 .如 果 对 于 iE S, je 了 se 天 0 那么 由 于 对 (， 
站 存在 善 一 个 链 ， 这 个 链 便 可 以 通过 在 它 的 右 端 加 上 一 个 链 
(sj) 而 加 以 扩充 。 这 将 意味 着 i 在 S$ 中 而 不 在 工 中 , 它 便 与 
S WSF MAGA IB. TARR SEER J xe ER 7.2 的 证 明 . 

定理 7.2 的 推论 ， —Pho AH 入 一 (a4) 为 不 可 约 ， 
BHH 
ai Æ 0, E = 2,3, tA 
而 Gia. PO, 一 2 一 

ik, Ci) 假设 57-31) MHS G, D AMR sa 2 
的 -对 下 标 , 于 是 由 序列 Lassie w+tr+as ai 下 给 出 了 一 
个 链 . 对 7 = 7 十 2 A BWA ie rT ake ar. MM ai = D, {aito 
Gai.) 为 一 个 适合 的 链 , 由 此 得 出 A 为 不 可 约 的 。 

Cii) MERE m E W, m> 15 8mm ™ 0, 令 

S = [m,m + ls sn}, 了 一 11 2 2m — 1}, 
WM i e 5s 和 j€ 工时 我 们 有 ox ~0, FRA 为 可 约 的 .如 
St SEES emma = 0, EA RMR IZ. 

(PMX MECH TERR, RNS (7-14) 所 定 
SFB A 45 (7-28) PE MB ACY) MARA. BOR 
n = l;t N — 1 Bp = 0,2, 分 别 有 

1 — Bag, A ORL — AB yf Crear yn) 0. 
WME LAR ERM f(xy) 的 一 个 Lipschitz 常数 , CERES 


WB <l, p= 0,2 (7-32) 


(7-31) 
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iA. 当 鹿 一 让 一 0 或 当中 OTT, MPa 
A 恒 是 这 种 情形 。 

7.2-2. #74246. 我们 回顾 一 下 所 用 记 秃 z 实 0, 我 们 
指 的 是 z 的 所 有 分 量 3; Sz; 实 = 0, FH ins z> 0 
表示 所 有 分 莉 满 足 z > 0. 

RA SE ASC RAMS A 称 为 单调 的 , 如 果 Az > 0 os 
@z>o0. MAX MBDA Az< 0, WAT 

—Az = A(—z)2>0, 
我 们 有 —zSomz<0. AWE, mA 为 单调 的 且 Az 一 0， 
则 = 必定 同时 满足 z 裕 0 和 z 近 0 因此 z 二 9。 于 是 
det A 0, 
我 们 便 证 明了 : ~A RER RES See. AE F EE EY 
陈述 是 有 意 浆 的 . 

定理 了 .3. 一 个 矩阵 A ORI A 4 ee AT 
To ae AAEM. 

类 似 于 上 面 的 向 量 所 使用 的 记号 ， 定 理 的 条 件 可 以 叙述 
yA SO, 

jr G) S&AtS0,Azg >So. FRz=A Az) , 
Eo —-- SE i eee A GE fa fed Bo EE fA 
量 。 由 此 推 得 A 为 单调 的 。 

Gi) 假设 AT = (5;;) 有 一 个 非 负 元 素 br Fle. 表示 单 
ERHI e Fh Ue z = Ae 的 第 + 个 元 素 等 于 5b,， 
因此 为 全 .于 是 Az 一 ACA Ve) = e, SEM, (HE z Hør 
非 负 的 :所 以 和 机 可 不 是 单 亩 的 . 

在 大 多 数 实 际 情 形 中 ， 定 理 7.3 所 包 全 的 准则 不 能 用 膝 
ei SSE A. Pee A HARTA 
地 知道 的 。 下 面 的 结果 包含 了 一 个 应 用 起 来 方便 的 态 为 单 
调 的 充分 条 件 。 
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SIE 74. OMA = Cap 为 不 可 约 并 满足 条 件 : 
Gi) ay SO, § js isj =m lyse ses 
z > 0, F= 1,25°++50, 
GD 2 as i >0, ZDHS, 
wA Sp AAD. 
A GD BIB AMS 一 行 元 素 的 和 均 为 韭 负 ,并 月 至 少 
有 一 行为 正 、 在 德国 文献 中 , Ci) RA A A”. 
作为 定理 7.4 的 一 个 结果 ,我 们 将 可 疡 言 ， 由 《7-287 所 
EMER ACy) Fit PRES 07-14) 作为 特殊 情况 ] ,对 
于 好 类 边 值 问 题 是 单调 的 。 SEKI. FER eee 
这 些 和 类 陈 对 于 充分 小 的 为 不 可 约 的 ;对 于 同样 的 专 信 , 非 对 
AR bc AF ATA 


it — 


， ， 
ay At Bofy Cria sYa) + Prfy Cx; ayi) 十 Paf Cries vias t 


i= 


当 上 一 2,3, 一 2 时 (7-33) 
LAR 
N-1 
> oj "= 1 + Al Bitsy Cai sya) + PalyCxa.¥2) b> 


> an- = 1 + AN BofyCew-iyn-i) + Bly Cam oyn dh 


(7-34) 
给 起 。 

An Fe Fm eee 07-409, (7-33) DLE (7-34) AHi 
Ba eS om> AAt Gi) 也 被 满足 ,由 此 得 出 
ACy) 为 单调 。 这 个 事实 对 $7.3 中 的 误差 估计 具有 决定 性 意 

定理 7.4 的 和 证明。 假设 在 在 着 一 个 向 量 z, RAE 
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Beg<0,qgew, ER Az >00. 这 个 假设 等 价 于 假设 入 
RETA: RIVER RSA MADAM RAS. W 
e 表示 分 量 均 为 1 的 向 量 , 由 于 Ae 的 分 量 正好 是 A 的 行 和 ， 
Mea Gi) 就 有 Ae > 0, Ae +0. 由 于 两 个 非 负 高 量 的 和 为 
SF fA. bis. arom Ae, A 
1Az + (1 一 Ae = Alaz + (1 — Del >So, 
(7-35 ) 
把 向 量 
w, = 1z + (1 — Lie (7-36) 


看 作 ARIE. MAS OR wx 的 所 有 分 量 艾 为 正 ， 即 为 
+i: 当 % 一 1 时 ， 则 至 少 有 一 个 值 分 量 ， 即 sg.。 wi 的 分 量 
为 和 的 连续 函数 .。 ALO 变化 到 1 w 至 少 有 一 个 分 
量 必定 通过 0 值 . 令 4 为 使 得 wx 有 一 个 零 分 量 的 最 小 1 
E. 显然 0 二 有 4 二 1。 现 令 5 为 Ww; 的 零 分 有 量 下 标的 集合 ， 
并 令 T 一 W 一 SS， 从 它 的 构造 来 说 , S = p, HAR T 
$. AWR ws 的 所 有 分 量 均 为 零 ， 则 向 量 z 及 e 将 会 成 比 
Bi, 


om — i A”? 
布 从 Az > 0 将 产生 


， 
与 Gi) FE. h 07-35). Aw, > 0; 因此 特别 当 i€ 5， 
(åw), = > Oy pH! aj => Ü. (7-37) 


从 其 构造 来 说 , 当 e TR wy > 9。 Bik, (7-37) 由 
FORA a= 0, ES, jm TAEAE, IB, MRA 
可 约 的 。 这 一 矛盾 证 明了 定理 的 论断 . 

下 面 的 结果 将 使 我 们 当 A 满足 定理 7.4 的 假设 时 能 名 
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Ae >= 一 A _pAr<o. 
一 此 


得 到 点 一 元素 的 界 ， 
定理 7.5。 CARB ORME FR 
A—B2>0o, (7-38) 
EBA 
B'—A™’>o0, (7-39) 
证 、 由 定理 7?.3, RATA BY ERASE H. JE 
FORE RIFE RETR. MEFA 
B“ — A~“ =- BA — BA" 
ST e Ro Te AT EA. 
阿 到 我 们 的 差分 方程 人 7-27)， 规定 
有 3 一 人 2 (7-40) 
RIER ACy) 由 《7-28) 确定 ,对 于 M 类 问题 ,我 们 有 
Aly) > J. (7-41) 
WR PLS 1, AC) 满足 定理 7.4 的 假设 ,于 是 使 得 到 
DELAMI = J", (7-42) 
我 们 要 求 [ACy)] 7! 的 元 素 的 界 , 因 此 将 显 式 地 确定 I. 
以 jm 表示 JO BY me Fl Cm = 1,2,7- N 一 1), 我 们 有 
Jine Gms (7-43) 
Hohe, 表示 第 到 个 单位 向 有 量 . 将 (7-43) 用 分 量 的 形式 写 
出 ;规定 foim 一 fnm = 0, 我们 得 到 
— fnaim 十 24$n.m — jatim . 
0, n=1,---sm—i, 
-f a = m, (7-44) 
0, n=m+ti,g-'+,N— 1. 
由 此 得 fom 一 puanla Sm) BK fam = GaN — n) Ca >m), 其 
中 pm Hon A PRR, CTE RARE. Ea = m 
时 是 相 容 的 并 且 满 足 (7-44)》 中 的 一 个 条 件 。 这 就 导出 条 件 
Pam — dntN — m) = 0, pm + da ™= l, 
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由 此 我 们 容易 得 到 


因此 我 们 有 J = Gus), 其 中 
(N 一 m)n 
l N 
fan 人 mN — n) 
N a 


> msm, 


no ms FY} TI =} 2,- N — 1, 


C7-45} 
记 住 = = (2, — aa RIEN — m = (h — tmh, RÅT 
可 用 下 面 的 方法 重 述 《7-42): 如 果 (《7-2) 和 (7-40) 成立， 
SEE LAGOJ 的 元 素 da 就 满足 
0< dy a Sam Aa, (7-46) 
Erh m = minÇi sj) Ale = max(i, 门 。 
7.2-3. — AAEE. 在 讨论 Newton Fy RAG Hi a 
性 中 ,现时 也 为 了 以 后 要 给 出 误差 估计 .有 必要 对 具有 分 量 为 
Gls) 的 向 量 v 的 大 小 进行 估计 . 在 第 三 章 中 ， 
为 了 这 个 目的 ,我 们 普 介绍 了 表达 式 


vli = los) + loa] Bee Joala (7-47) 
然而 对 于 所 研究 的 问题 ,采用 量 
ivi = max lv (7~48) 


来 度 醒 vw 的 大 小 则 更 为 方 恤 .。 用 这 个 记号 与 一 个 数 的 绝对 
值 的 概念 不 会 引 想 混 靖 ， 由 于 这 个 概念 对 向 量 来 这 并 没有 定 
Mit, BRAK 
le] =o, tv 一 和 当 且 仅 妆 一 0， (7-49a) 
lv + w€ |v] + iw], (7-49b 
|av| = lalf] (7-490) 


. $40 = 


是 成 立 的 ,其 中 YY 和 ww 征 任 帝 向 量 ， 而 1 是 任意 一 个 实数 或 
复数 ， ERNEA E ETRO TAERAA h, 这 些 关 系 式 刻 


划 了 数 |w| 鸭 一 个 范 数 .。 ewe = 1, --) 是 具有 分 
E vioki = lattan) BAF YI, ER, “a> om, 
[v] -—> 0 


4HR o > OG —1,--+52), 
RA 一 (ai;) ERRELEA nRT, RNS 
KC 是 这 样 的 一 个 数 , 它 对 所 有 向量 Y 满足 


iAvY| <= Civi. (7-50) 
我 们 断言 ,C 一 | 和 | 便 具 有 这 一 性质 ,其 中 
|A] = max 24 lal» (7-51) 


而 且 这 是 最 好 可 能 的 C 值 ( 妈 最 小 的 )。 的 确 ， 


TL TF 
|Av| = max > ago S max 会 ao 
lian Fy 


] ar E ma jm 


<= max ( max wl yen!) — Iwi l Ad, 


max 
FE (7-50) 便 被 满足 ， 另 一 方面 ,如果 A 0, C 一 |A| 显 
然 是 最 好 可 能 的 值 ; 如 果 A < 0, 令 i 是 使 得 
Al = Slas! 
成 立 , 并 定义 Y 为 T 
vi = 0, W a; = 0; 0; = 


5 e » UMR ai; = Ü, 
3} 


于 是 |vl = 15 JB Av 的 第 个 分 量 出 
les| = [Al 


j=l Teal FH. 
给 出 。 因 此 ， 对 于 这 个 特殊 | 向 量 v |Avl| > |A]|¥| ,7-50) 


-44l ， 


不 可 能 对 任何 比 ! 生 | 还 小 的 C 成 立 . 


除 关 系 式 
|A| > 0, |Al—O48M4A—0, (7-52a) 
IA + B| = JA| + |Bij, (7-52b) 
JaA] = jal A] (7-52c) 


之 外 ,它们 类 属于 (7-49) 并 可 作 类 似 的 证 明 。 TARE A, 
FA (7-51) 所 联结 的 数 | 盘 | 还 共有 性 质 
|AB| <= |A||Bl. (7-53) 
AFA (7-50) 和 《7-51), 注意 到 
|Al = max [Ay | 
就 可 壕 证 明 这 一 点 。 因 此 有 
|AB| 一 max |ABy| < |A| max [Byl = |A| |B], 


这 就 得 到 了 证 明 . 

关系 式 (7-52) W (7-53) PABA, AREA SAA Ae > 
AREAS A 的 一 个 范 数 . 由 于 不 会 用 到 站 本 的 
其 它 范 数 , 我 们 简称 | 入 1 为 矩阵 A 的 范 数 . 

将 要 用 到 下 面 的 引 埋 Banach 的 一 个 非常 一 般 结 军 的 
一 个 特殊 情形 )》. 

引 理 7.1.。 SA 为 一 个 矩阵 , 且 满 是 | 入 | 一 点 二 1, 并 令 
EZRA iE, Me E ad A, 并 有 

7 1 
Id- Ati te, (7-54) 
证 。 令 
S =I A +A t e + Art, 


$= limS, 
p 四 


(pte 一 3, } = | A? sf ee + Artet| 


IAP bot PAP E sT (7-55) 


在 恒等式 
(i— A)S, = 1— A” 
HH pp > 00 使 得 到 
(i-A)S =I, 
Alt Fae S FE AAD. TA Be FRE I-A BOG. HE (7-55) 
Re p= o KR qg ©, RRB AK (7-54), 

04 a Be — ARAR A eR EEE ER. 相 
Fa ACY) 的 元 素 ar HER B pi y PORES) PRK IM 
BRS AA y, + (1 一 yo Eby. Ay, 是 给 定 的 二 
TAR. Oi, 则 有 

lACy,) — ACy,)| <= Klyi—yil; (7-56) 


其 中 
K = max > Gay . (7-57) 
Meise Fly kai! Oya 
对 AG) 一 ACy) 的 每 个 元 素 应 用 中 值 定 理 , 便 可 完成 这 个 
HEAR. 
7.2-4, ARM tea 42 ta tj Newton 4 ik. (RIK e 
未 知 量 六 ,yx 的 ”个 方程 


Pil YY“ tayn) = 0, £ = l,-- +42 

BILLS alee 

ply) = 90. (7-58) 
令 ACy) = (4) RRA TRA 

__ apy) 

all 
Oy; 

AY ABE. 


如 果 把 向 景 了 = y” 在 成 是 方程 组 《7-58) 的 一 个 近 但 
fe > FF ALA Ay") RE cy Seo. 那么 可 希望 通过 对 方程 红 ; 
(7-58) TE y = y” 处 线性 化 得 到 的 向 量 

yh = y” — [ACy™) 1 p(y) (7~59) 
ARE RI— “SRO UIE. SG RAE ACy™) 保持 
FF ey Se, TEn 45 2a 78) A R T ae 
¥' Cy = 1,2,0), 
yete ey — [TACy™) ely), v = 0,1,2,..-. 
(7-60) 
"ES BR RRDA JE 2S HE 7 FH (7-58) 的 Newton 方法 .。 关于 
Newton FEW Ok TA EH (7-58) 的 一 个 解 的 问题 。 要 得 到 
一 个 简单 的 充分 从 人 忻 ， 在 L. V. Kantorovich 1937 年 发 表 一 
aE RRB SF. BSCE ROE EF. CE 
证 Newton AW EECA Kantorovich[1948]) 之 前 ,一 - 直 
都 航 认 为 是 数值 分 析 的 一 个 困难 问题 。 我 们 将 以 适合 于 当前 
RRR AIF SA SHERRI Kantorovich 的 结果 ,这 上 秀 是 当 
Ply) = rly) 
ATS ie Newton Aat, Ep rey) 是 由 《7-257 EM 
的 . 
定理 7.6. REALE PPA: 
O 对 于 初始 近 伏 值 y 一 y”, FER Aly) 有 一 个 道 
T, = ACO), 


H EHAR ARAI tE ey 
Ial = Bos (7-51) 
Ci) Ae y” 在 
|] 过 0g 0i <= a (7-62) 


AEA PILAH E AA (7-58); 


中 444 ¢ 


Cid FES RAR BSR C7-65) 所 定义 的 区 域 中 ， [Fl Bt ply} 
RISIEN y Gb PR ESE BY A HE 


Op: | = 一 . _ 
>, 5y 5 六 A, £ l,2, ati? {7 63) 
Civ) 上 [和 所 引进 的 常 煌 Bo p BK IER EX 
ho = BK < > (7-54) 
那么 方程 组 《7-58) 有 一 个 解 ¥*+， 它们 于 立方体 
ly = IOl < Nn — LL S 2 (7-65) 


H. hah, ra (7-60) BSE MAR 次 近似 信 yo FE Bilt OF 
了 > fo EA a ee n HHR 


ly 一 六 | < (2h) ge (7-66) 


Si. 甚至 在 一 维 悄 形 《x 一 1), 这 个 定理 也 不 是 明显 的 . 
ik, > 


(7-67 } 
我 们 将 次 先 证 明 ， 恕 果 将 每 处 的 下 标 0 都 换 成 1, 而 关系 式 
C7-61), (7-62) & (7-64) HRSZ. 
asch (7-59) 有 
1 了 一 了 由 | = reog < (7-68) 
neh, TE id STE FHT AC) 利用 (7- $6), 
[Pr [Acy™) 一 Acy™)]| <= ITa] | AC) -一 ACY) | 
= BK| y” — yY] = BK — ho i 1, 
由 Banach 的 了 | 理 71457.2-37。， 得 到 矩阵 
H—=I1— P,f[Aty™} — Acy™)] 
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mi he, H 
1 
1— A,” 
令 N = HS, AF (AB)* = BUA", 我 们 得 到 
Fi, = (I EAC) — AGADI HAC yA 

= {ACY — FLACA) — AGOI 
= {ACcy%) — Aly) + Aly”) 
= [AYDI 

DATO EBA T ARRE ACy™) FEA E E 六 一 有 -or 利 

H c7-69), 便 得 到 


IEAG®I T] = HON) < -2 = By, 
所 以 《7-61) 在 下 标 升 高 工时 成 立 。 


将 gly) 的 每 个 分 量 在 了 一 y” 处 按 Taylor 公式 展开 ， 
便 得 到 


PT) 一 py) + AG) Gy — ym) + = rKy)， 


(7-70) 


> (7-693 


其 中 的 第 个 分 量 为 
f; ™ > a “了 十 Oly — yD) Cy¥3— 9! Cy g yy), 
jee OyOve 
O< 6, <1, 
Pith. fu y Be 7-65), E 
Iri = Ki¥y — y” 

ET epg) + ACy™ Cy? — yO) = 0, 得 到 

ety?) = Sry), 


于 是 推出 结果 
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| Pople? j <= > B, Kri 一 > Bom. 


因此 ,最 后 由 于 有 SS 


+, 

2 

i pp) s H pr) < |H Pe Cy) | 
< 


1 1 
3 | — he Foto = HL Hos 
Poe GR ERY T 07-62) 当下 和 标 升 高 1 有 时 是 满足 的 . 
UF y fe 
aw 1—/1 — 2h, 

[了 一 了 [<-> 对 
定 沈 的 区 域 中 ,其 中 下 由 《7-677 确定 :那么 通过 使 用 《7-68， 
Lk Ay 0 Tii HJ 定义 ;得 到 | 
ry — FOES ly — Ol + ly? yo| 

<! =v S 2A 4, =! VI tha pp, 

Am y of E C7-65) 定义 的 区 域 中 。 Auk, (7-65) 当下 
标 上 升 1 时 仍 成 立 。 最 后 我 们 也 有 


h, = BK = Bo 1 A K 
i — ž 2 [I — $, 


lm 
21 — AF 
ik C7-64) tHe. 
用 了, 也 来 代替 y”, y” 显然 可 以 重复 上 述 的 论证 . 
LIFES ty 和 Ay 由 


<2 > 


一 i Šp x—i — i Ai = 2 
Fj» — 2 了 二 Aw, » Ay > G 一 hO” r I,2> 
弟 推 地 确定 ,我 们 全 得 到 


{yore — y” | = Nyo r = ł, Z, ++, 
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Al] FAV BATE » A a EBA 


因此 
= —i <i, 
并 且 
ty <S Ay we Set SKA, Ato 
< = (2A PP FE tt = Ch) 00 
Ba te Re EE pp A 
| ye te _ y| = etn —. 可 Co 人 | 


-十 :十 |¥ _ yi” | 
= Tptp-i 十 Wet? a in o Woe 


使 用 代数 恒等式 
L-V1— 2%, _  ， 1 — Vl hpn 
Ny h, jet hoa, 
My 了 一 1 
(2 oy FH 
| rte yo | = het — | 一 之 三 一 Nopp 1 一 Af 1 24,45 
ity r 

x 1 — af 1l — 2A, 

人 Ne h, 本 
BY tE A 

1 t — 2A, a? 


2 


lyre 一 yl) 2 < ari (2h)? oe C7-71) 
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由 于 右边 的 项 与 f 无 关 且 当 v 一 co 时 趋向 每 ,四 此 便 得 到 以 
yh 的 分 量 押 形成 的 一个 序列 Ly} 为 Cauchy 序列 , 因而 有 
IRER y*G = 1,2547132). 记 以 二 为 分 量 的 向 量 为 y*， 区 
此 我 们 得 到 


im ye 一 y* 


由 于 所 有 的 y” RPH (7 -65) ESC, y* 也 属于 它 ， 
在 (7-71) 中 令 P~> co 便 得 到 不 等 式 (7-65). 

剩 下 的 是 要 证 明 y* 是 给 定 方程 (7-358) 的 一 个 解 * 
起 到 恒等式 

ply?) = Ay” — otoy, 
便 可 完成 这 个 证 明 。 A (7-56), 我 们 有 
ACY) | << JAC) | + LAG) ~ AGO 
< |ACy®)| + KL a1 = 2% 


i, Ho w= C. 
因 ite 
p(y) | = Cly” — yero, 
全 2 一 co 且 利 用 凶 ) BERRAAT, RAA 
\e(y*)| 一 0， 因 而 e(y*) =, 

定理 7.6 证 比 ， l 

如 时 由 《7-66) 给 出 关于 ly — 9*| 的 界 记 成 5,, EA 

log b, = Cy — 1) log > + (2" — 1) log 24, + logan. 


因此 ,如 果 24, <0 1, HA 
log yet +3, p— 00, - (7-72) 
log &, 
一 般 地 ， 如 时 bh, FEAR PR — Pik EDS v 步 
LAY VE 22» PR 07-72) AS ae FFB] RECA BOR eR O ie a 
Br. “ere Bis ry Pl Lin] BE 14), HUER Newton 方法 来 
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说 , (7-72) 中 的 值 2 是 无 法 改进 的 ， 因 此 Newton FIERON 
化 阶 为 2。 这 个 事实 有 时 可 表示 成 方法 为 平方 地 收 人 证 的 或 是 
“在 每 一 步 上 正确 的 小 数位 数 加 人 六”. 

可 以 证 明 , 如 时 在 Newton (7-60) tH, 矩阵 AG) 在 每 
一 步 上 换 成 ACy™) 所 得 序 刚 中 ,了 加 -仍然 上 收 雍 于 y’ iR 
ik Bee Ley Sea. 然而, 这 个 变形 的 Newton 
il FRASER GIL 1 COL ali 16), 

7.2-5, EF 2D FAm (7-24) 的 Newton 方法 的 妆 数 
t. RPR, FERRIS F, ES 7.6 RE CHER 
H) 差分 方程 组 《7-24) 是 满足 的 。 我 们 将 始终 假设 (7-40) 
是 成 立 的 :这 样 ACY) 便 是 单调 的 。 考虑 到 (7-427， 由 于 

= mCN — m) N’ 
2 


finn 一 <= —y, m=umli,2,°+-:,N — l, 
A= 1 8 


便 得 到 《7-617 当 


_ (+— a} 


时 成 立 。 由 于 
ely? 一 — Yp- 十 Zp — 六 mi 十 BL AoC tnis pn) 
+ Bf Cras ys) e Bf rnt Ynti) b> 
MERR Bo tp +p = 1, 条件 (7-63) 为 
K = WL; max [fysCxsy)! C7-74) 
“eiyan 


PTE. SU y” 由 

ye = zlta) n= lye sN— 1 (7-75) 
确定 :其 中 s(a) aA p + 2 RR RR. RE sta) 一 4， 
z(6)— BLP HAAS FS 


Z = max ja? Cel, 
fae ah 


7-76 
R= A EMED => Hx, aCe) 2 S ) 
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因而 由 $6.1 的 结果 推 得 ,对 于 革 个 常数 G, 有 
|1 — zx — $) + 2alx) — zx + A) + AN Bae’ Ce 一 A) 
+ ez Cx) + pz" a + A << YGZ, 
2E RE] 8; == 0, Bo + B+ em 1, 于 是 
bray] = | — alena) + eln) — akta) 
+ At BofCxa—19 aa + Bif Cx ns z€xn)) 
+ Bol Ce nai tread) | 
<BR + APVPGZ, n= 1,2,- N — 1, 
FA (7-73), 4 | | | 
mm 一 aR +4GZ) (7-77) 


hi, (7-62) 便 被 满足 。 于 是 保证 Newton FEWR Kanto 
rovich 定理 前 主要 荣 件 《7-647)， 当 
Co — aEAR + GZ) gl (7-78) 
64 2 i 
时 全 得 到 满足 . 

人 碎 这 个 不 等 式 中 可 以 引出 各 种 结论 ， 如 果 选 取 次 
M< (p+ 2) 的 和 多项式 zfc 作 为 初始 近 个 值 , 则 2 一 0- 于 
是 这 个 方法 至 少 是 收 笋 的 ,如 呆 玉 这 个 量 ( 它 可 以 解释 为 使 微 
分 方程 不 满足 时 误差 的 最 大 值 ) 满 足 

R= TLSE | (7-79) 
为 了 理论 的 需要 ， 我 们 可 议 假 设 初 始 近 亿 xskz> 为 精确 和解 
yx), AT RIBS R = 0. FR C7-78), 4 
32 
ness (b -一 aYL,GZ (7-80) 
fal. BSR Sp FE 4S A A fA. Newton FEM ae ea 
本 | 一 个 解 。 


于 是 有 限 差 分 格式 的 解 的 着 在 性 已 经 证 明 完 毕 。 现 在 我 
们 将 证 明 邓 类 间 题 的 这 个 解 的 唯一 性 SL, wey mz 
HEPA Te BR a > 

fxns za) — fear ye) == alee — Yudo 
府中 ;为 所 的 一 个 值 。 利 用 (7-2) 和 Lipschitz 条 位， 
C= yy, SL, 
AmA LAR d 一 zz 一 了 满足 方程 组 
(J + #BH)d 一 0， 

其 中 J 和 B 是 在 $7.1-3 中 定义 的 , m H 是 以 me 为 对 角 线 元 
EmA. 出 定理 74, SRI + YAY BH 4 PS LOR 
为 单调 的 ,因而 是 非 奇异 移 。 由 此 得 出 d = o, 

我 们 将 这 些 陈 述 概 括 三 下 面 的 定理 中 、 这 是 本 节 的 主要 
结果 . 

E77, 设 有 限 差分 方程 组 (7-24) 已 由 M 类 的 一 个 

边 值 问题 所 导出 ,车 tf 表示 有 限 差 分 算 子 (7-8) ROR. Ri 
确 解 ye 和 在 [a,5] 内 有 一 个 连续 的 Cp + 2) 阶 导 数 , 且 令 


kS 


Z 一 max |y PTC], (7-81) 
IG GR 461-3 中 定 必 ,里 有 
Bo 0, 01,2 和 L 1, (7-82) 


其 中 了 表示 f(x,y) 的 Lipschitz 常数 ， 若 上; fy le, YH 
a Sr Sb, OO A y <oo 中 的 一 个 上 寞 ; 则 《7-24) 对 所 有 
满足 (7-80) 的 * 存在 唯一 的 解 。 假设 初始 近似 值 由 (7-75》 
确定 , 其 中 x(z) 满 足 (7-78), 这 个 解 可 通过 Newton 方法 来 
得 到 . 

这 个 定理 包含 L: 一 0 这 个 特殊 情形 下 线性 边 值 问题 唯 
一 解 的 存在 性 。 于 是 Newton 方法 取 一 步 便 可 收 敏 。 
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7.3. Mei ih Baik = 


如 前 所 述 、 我 们 所 说 离散 谋 着 是 指 县 enw = ya — yea), 
黄 中 各 为 由 有 限 差 分 格式 【7-24] 所 定 的 精确 解 OTP RTS 
ASA, hv) SWiSH. 我们 将 确定 离散 误 
着 的 办 并 建立 它 的 浙 近 公式 ， 

7.3- 1。 一 个 先 验 腊 。 离散 谋 差 的 一 个 粗 慷 的 界 可 以 作 
为 Newton FRECHE 7.6) 的 一 个 推论 得 出 . 如 果 Newton 
FEM 一 ytx) 出 发 ,用 ee 表示 分 量 沪 - 的 向 量 , 则 有 

iy? — y*| = jel. 

假设 57-807 成 立 , 由 (7-65 FER AY C7-77) TEIE] 


—— 一 -- —— 2 P 
el <i v 2ho CÈ 2 GZ (7-83) 
a 


其 中 4, a (7-6 定义 。 利用 


»40<k ait, 


MA (7-83) 7 6 SH R A A 
< (é — arczi , 
现在 我 们 将 在 无 囊 使 用 Newton 方法 的 路 于 来 证 明 这 个 
略微 改进 的 且 具 有 一 般 化 形式 的 窜 . 
定理 7.8。 不 用 (7-24), 而 令 y, BREE 
-一 了 Ya 一 1 十 24x —— Fari + A Sof Canis Ya- 十 Pif xno Yn) 
+ Bf Xati ¥en} — DKAT, n = 0,1,---,N — 1, 
(7-85) 
其 中 6, 为 满足 19,1 << 1 的 任意 数 , KA EERE Se RR. 
那么 采用 定理 7.7 中 使 用 的 记号 , WE C7-80 RA, NAi 


« $53 + 


(7-84) 


误 委 满足 
1e | = Era D za) (GZA? + KAT), 


n=1,2,---,N— 1, (7-86) 
和 让。 按照 $6.1-3, TE TER ye 
— yoi) oH 2y Cra) — pired) + APSC ta sy ixn DD) 
+ BifCxeryCra)) + Bf Craps yY Xa DF 
= 8. GZRTt, (7-87) 
其 中 165| =i, M (7-85) ME 7-87), RISE 
f(x ys) 一 大 xyCxa)) 

应 用 中 值 定 埋 得 到 
-Er 中 Je, 十 Engi 十 WA BoB u-1e n~1 -+ Pignen 十 Bagutie nil 

= OR DK + 4°V GZ), 
Moss, = LL. 用 总 表示 具有 元素 鸭 

Enn — l,-: -iY 一 1} 
HUT FRR, Fee $7.1-3 — Pie MY ke JB, Ab ee 
到 | 
(J + BG)e = (PKR -+ BrtiG 2 )0, 
其 中 中 为 具有 分 量 数 值 不 超过 1 WAE. AL Sl, E 
kE J + 4BG HETE 74 KEL bsp RIAA 
J+ PBG > J, 
由 定理 7.5, 得 到 | 
(= (J +47 BG a J, 

FS = Cina, BINA 


N—1 
[eml < TEK 十 APM GZ) D) jme 


现在 由 
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时 一 上 
了 ima = E [CN mC oh Dh em) 


m=) 


+m +2 + eee +N — mI] 
mN — mm) _ zm ab Km 
2 2A 


FEE 7.8 的 论断 ， 

3 K = OR CODER wee). SFA A, 以 
及 zw 一 5 (at 5), F (7-86) 实际 上 等 价 于 (7-84)。 请 
读 堵 证 明 对 于 边 值 问题 y” 一 x? pla) = O, pb) 一 0, 3X 
个 界 是 明 亚 的 . 

7.3-2. RRR SMALL, 本 去 定理 7.8 的 假设 外 ,更 
在 我 们 还 假设 阶 p 宇 2 和 KK 一 0, FRE SPE (7-24 精 
TASTE. BEES lel 一 O44. 同时 我 们 将 假设 差分 算 
Fi 

fo = f: (7-88) 
以 及 问题 的 精确 解 Cw) E p 十 4 ERE p >a 以 及 
假设 <?-88) Sipe EAT C7-9) 和 (7?-102 AI. 
于 是 我 们 有 
— y xad 十 2y€ xq) 一 Yafa) + FNERIT ETETD D. 
+ Pllxns yrn) -+ Bf Cease ¥Crna))} 
一 — Cpp PTC, APT? + OCH), 
(HF Ha +i t pml, PRC FREDRE Teas 
FC. ORTAM (7-85) PRELA. 由 于 es = OC”), 
fxn ye) 一 fleas pirn)) = Elxnen + OCH), 
Ib Sh, E C7-88), 
¥P TOC an) = Soy! PO Cana) + By PPP Cx) 
F Bay? Crys) + OU), 
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它 除 以 AP, HA E, = h Pen SEE oR 5., 将 所 得 关系 
式 配 成 下 面 的 形式 : 

Ena + 28, — Bae, FALE Pn. + AO, PD} 

= och), 

其 中 

Dua = &Cxtr)zo 一 Cy? lrg), 2 = 1,2, N — 1, 
FA ER ERARA AD R i) 

e”) = glxdeCe) — Cy?t? Gx), ela) — elh) = 0, 
(7-89) 
并 用 zs。 表示 eCa 的 近似 值 ， 将 产生 和 同样 的 关系 式 [在 右边 
Wb OCA) 这 一 项 ]. 由 于 问题 (7-89) 是 明显 地 属于 对 类 ， 
我 们 可 以 借助 定理 7.8, 得 到 
En = elr) + OC), 2» —1,2,°°',N—1 

的 结论 ， 其 中 etx) 表 示 边 值 问题 (7-89) 的 解 。 因此 我 们 证 
明了 : 

定理 7 了 7.9. 在 本 节 开 始 时 所 损 述 的 假设 下 , 误差 e* 满足 

en = telr) + OCPD, pa 1,2,1, N — 1l, 
(7-90) 

其 中 e (x) FEAR (7-89) 的 解 . 

这 里 值得 注意 的 是 , 在 《7-90) 的 余 项 中 的 指数 是 pp 十 2 
中 不 是 PP 十 1; 这 正如 所 期 望 的 那 祥 。 这 个 结果 的 实际 意 羡 
是 Richardson JERA TRER, unt $2.27 中 所 解释 的 那样 
来 应 用 的 话 , 将 把 精确 度 提高 二 个 数量 级 {假设 没有 舍 入 误差 
而 到 已 是 充分 小 ) 也 可 而 第 6 章 与 此 和 有关 的 问题 16. 

BAIA TASH DRS ee ee eM 
SSA, PLAS Ze RR (7-903 OSH IK PRIS Ee] 
也 是 成 立 的 。 
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7.3-3. BARGE. fe 28 ee oO RE OC 7-1) 是 线性 
的 。 此 时 存 C7-89) 中 的 函数 gtx) 则 是 已 给 定 的 微分 方程 
的 系数 . 在 一 个 实际 问题 中 ， 我 们 还 不 能 用 《7-89) 来 确定 
eC), AM yO BRD Am yO) 也 是 来 知 的 。 然 而， 
我 们 在 受到 启示 的 情形 下 ,可 以 如 下 的 和 进行， 如果 7-90) 中 
的 Dear 这 项 为 零 ,我 们 恒 有 
Ya = yira) + APeCx,), (7-91) 
PS (Rik p = 2¢ 为 偶数 ,而 00 是 充分 可 向 ， 利 用 第 五 章 
[alfa 32 的 结果 ， 
Py on 一 APPO g Y AHL OTe) 十 OF T+). 
于 是 
yr yg a + OCH). 
因此 ， 在 关于 边 值 问题 (7-89) 的 一 个 有 限 差 分 近似 中 ， 
SSR A AP Oy et 替代 yy? xo) 的 值 , 则 在 差分 近似 中 
只 提供 了 一 个 与 004) 同 阶 的 误差 ， 因 而 由 定理 7.8 差分 格 
式 的 解 e# 与 etxn) ERA OCA). 按照 (7-91), E ys 十 
hres 与 y(xn) Mase OCP), 
hre# 所 表示 的 量 由 L. Fox [1957] 称 为 差分 校正 ， 在 该 
书 中 对 许多 例子 以 及 更 为 收 进 的 方法 进行 了 描述 。 庐 方 法 也 
可 应 用 于 非 线 性 方程 ,此 时 量 gC) MIAR fy Cees y nd. 方法 
的 严格 证 明 焦 四 于 下 面 的 事实 , 即 在 适当 光 请 的 假设 下 ,《7- 
90) 能 改进 为 
Ea = APe Cra) + APY ex) + OCTO, (7-92) 
其 中 eple) 一 ele), Pep oR. METER RAK R 
们 把 《7-92 六 的 证 明 以 及 cgs 的 准确 的 确定 旅 到 问题 这 一 
Hh Pie CARRE 21), 
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7. 和 .人 金 信 误差 的 影响 


74-1. tae. 由 57.1 中 措 述 的 算法 ,并 在 一 个 特定 的 
计算 了 先 上 计算 所 得 的 数值 3,， 一 般 来 说 不 会 精确 地 满足 关 
式 《7.24), 而 是 满足 专 下 形式 所 书写 出 的 关系 式 : 

Yat 十 Fn = Fati + Ah Bof(Xn-19¥a-1) 十 Bil (xno Fa) 
+ Bf anan) f — Ens n = 1,2, N 1, 
(7-93) 

TR s, 为 局 部 舍 人 误差。 然而， 必须 认识 到 , En 
Wt BEA ABA RET SAI, WAT Newton 方法 在 有 
限 步 数 后 就 停止 了 ,或 者 是 方程 组 《7-24) 由 于 其 它 的 原因 没 
有 被 精确 地 和 解 出 。 在 尾 何 情形 下 ，#; RARER MA 
SARE. CWC ee Fe RAZA ER KE. 

站 果 假 设 

le,| Se, mr 一 12 N — l1, (7-94) 

了 同 我 们 在 证 明定 理 7.8 时 所 使 用 的 方法 ,很 快 得 到 会 人 误差 
rn = Yn — ys FRB 

[ro] < 2G — E, (7-95) 


RAS PTR, IARI Se BE, CRR TS 
Was, BRASH +, 真正 的 数量 级 ， 
7.4-2. 7k ECU. 我 们 用 

|En] Spx, Je, n = 1,2,'"",N—1 
来 代替 假设 《7-94)]， 其 中 p@) Easra FHT 
的 连续 函数 ,并 且 

BE = Kh, (7-96) 

由 定理 7.8[ 令 4g 一 1 WK [= K, max psd l 得 到 
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Ya — yira) = OCF), 
& el) = flrs 7G), 因此 得 到 
Fans Fa) — fitas ynd) = gle r, + OKA, (7-97) 
其 中 19.| <1, MKE 5S AERA, 4 f 一 0 时 它 为 
& , 亦 即 对 于 线性 方程 来 说 它 为 老 。 以 《7-85) 中 减 去 C7-93) 
> ARAL AG C7-97), 令 gxn) = gos 我 们 得 到 
— faa F Zra — Tas + A {Bogna + Pgorn + Bagntirntit 
一 Es t+ 0,K 2h", 
RA ERER Sof EE r, e RO, Ri 
有 
(J + A BGr =e + K Kð. 
fut (7-40) 成 立 , 于 是 I+ FBG 为 单调 的 ,因而 是 非 
HPR RIIE l 
r=r® +r, 
HA r? 称 为 主要 舍 人 误差 ,并 由 
r” = (J+ 47 BG) se 
给 出 ,而 次 要 舍 作 误差 ?中 由 
r? 一 下 全 十 GO 
oe iH. 
AA O<= (J+ PBG) E J S) = (h—0)?/82?, 
易 得 


te) < LK — ay, 


Bik r® 一 OC), Tir 一 定 被 希望 为 OCA). 当 有 为 小 量 
Ht, r 的 主要 影响 来 自 于 主要 伟人 误差 , 而 rO 所 表示 的 非 线 
ME Be Me) WAY BG eR TT. 
我 们 用 
D m j (dm) = (J + #BG) ~> (7-98) 
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来 定义 十 阵 D. 虽然 DD 的 元 素 依 赖 于 8, 但 当 A Ab 
其 它们 的 元 素 为 非 负 且 为 号 的 相应 元 素 所 故 。 更 精确 地 确 
E D Be FT. RANA 


[rie] < 3 Dalam (7-99) 
其 中 p, = prn). 
7.4-3. E D, FIX, RT SAD HITT 
素 dam 当天 一 0 时 的 性 态 - 
A> glx) = fC, ye), Am «GA ex) 分 别 规定 
AA Sra] Sa 
sm gleds, sla) = 0, Ca) = 1 = (7100) 
Li “$s (A Tal a 
t= plxdr, rb) = 0, f(b) = —1 (7-101) 
的 解 。 我 们 注意 到 stx) 和 Os RY Wrossky 行列 式 
W le) = (wr) 一 €7-102} 
为 常数 ,外 于 
Wile} = Cx ele) — 1° Ce) s(x) 
= glx) [slr — rrjs) ] = 0. 
WORK T RRR T S.A loo 
Wb) (BABE) = se), 
fo Gl 7-100), s(é) > &—a>d, 
我 们 引入 一 个 荡 数 GCx, E), rela, b] MEET, 4] 
nh, EH 
Wosteyele}, «x SE, 
GCE) = lw 。 xe 
WE. A G(x,5) 称 为 边 值 问题 : 
y” = gley, yla) = 4, yl) =B 
的 Green RM, CERTE tA 
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(7-103) 


着 重要 人 作用， 由 Gx ED 以 及 以 x 了 入 x) 的 定 交 ,容易 证 且 
王 面 的 关系 式 成 六 : 
Gast) = GCh, E) ~ 0, aS ES b, (7-104a) 
L Gr, E) iiaia e(x)GCx,F), as rsk, Ear <= Š, 
(7-104b} 
lim -一 Z GCE) — lim £ G(x) — ], aZ EZE, 


it a x= +D 


€7-104c} 
关系 式 《7-104c) 说 明 GCE 关于 * 的 导数 在 x 一 上 处 有 一 
BIKER, FHE 一 上 时 天 导数 与 右 导 数 的 凑 汐 1， 还 可 
认证 明 GC«, E) HEMP x. Ela, 2) 上 满足 (7-104) 的 三 
A SE-B ME BK. 作为 (7-103) BRE (7-104) 的 一 个 结 
果 , 还 可 得 到 | 
G(x,5} = GCE,x), r E€ fabl. (7-105) 
现在 我 们 将 证 明 : 
定理 7.10. 令 有 限 差分 算 子 (7-8) He r Bey 2, H 
令 gtx) 在 [a,51 PORE, cls) 之 0， 那么 存在 一 个 
WRK, EEH (7-98) TE SCRE du SATA C7-32) 的 
ALLER xm. Xa E [0,6] 都 有 
13 一 GCxmsXq)| < KK (7-106) 
成 立 . 
tt. M CF 4+ 4 BGDD 一 1, 得 到 
— dmnn T 2dms — dmirna + A ABogm sdm os Y Pr Eman 


Ü, m =Æ ny 


+ 有 28m-Hamaiia 一 | (7-167) 


A, m=, 
SIF HE SE ME La, 5] ERR 的 LAR BA i x tA 
E r- AMF [a,b] Rc, > 
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Ll elsdi] = -etr — AD + Pete) — efx + Ad 
+ AN Big ls -— Adala -- A) + Bye rt) aCe} 
+ fglrx + Adele + AY, 
用 在 $6.1-3 中 使 用 过 的 方法 ,容易 证 骨 , 如 果 
gDr) = {x), 
HE stx) 是 4 次 连续 可 微 的 , 便 有 
i'fCeCe)sAll < AAZ, (7-108 3 
其 中 A A, VERB Bo Bi Bas 而 Z9 [et Cr) | 
的 一 个 界 . 
WES O<im <n, 假设 工作 用 于 Gir) 的 第 一 个 变 
k TEHES 
LIG raira) sA] 一 t xn Lishen ia] 
AS, RT; DIER, O, Go G — 01,2 O RE 
ARANA 
LI GC xms%0)th] 一 Omn TAS h, €7-109a) 
HP Onn 1. RHE, AT nm ON, 我们 得 到 


LÍ Grma JaA] == Goon oars At, (7-1090) 


ABA (Om S Amma, ARR LEHT ee 
第 一 个 变量 :我 们 有 
W LEG Ceasa) ih] = tla, sen) 一 (ze] 
十 sla Cn) — xng] + AL Bot Can ean) sens) 
十 Big Cen Cn seg) 二 Bas Cr, eran ras) fe 
HA AY Be TA A AR, A PE Be BF FB Se 
gs s", grant”, 
下 二 《7-104c)， 我 们 得 到 
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LE G€xn tnd Ad = At an (4 + al) ST 5a SPs 


(7-110) 
其 中 1 1, 


现在 令 
Ema 一 din — GCXmeXn) 
上 述 结 孙 意味 者 
-一 Eee 一 Emio T A i Bygma Bene ma 
Gantiih', m E Rn, 


+ ?十 3 F = | 
B2Einti€ tise t 6,Kh?, m =n, 


(7-111) 
xm 
K, = max (TAS. + SATA), Ka = (2+ 18] STES, 
HF H 6 W 


#4 (7-111) ARAT N — 1 个 未 知 量 eine :evw-us A IB 
BEJ + A BG 的 关 个 线性 方程 组 ,由 

(<(J+ 六 BG) S J", 
并 利用 关于 J 的 显 式 表达 式 (7-45), A 


所 要 的 结果 便 得 到 了 证 了 明 ， 
利用 《7-99)， 并 用 积分 来 逼近 和 式 ,我 们 有 
PS ~y (mee) + OCA}, (7-112) 
其 中 
mex) = |" Gx EPEE. (7-113) 


All FA HE Wa (7-108), WE TJERA Be Re mC) 9 [al 


m” = gm + plr), mle) = mlb) ~ 0 (7-114) 
BAS SF 
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7.4-4- $ A R MOR Miet, BBSA BS WH it Mm 
型 ,现在 假设 局 部 舍 八 误差 是 EC.) 一 u, 的 随机 变量 ， 其 中 


len) << pC d pL 如 $7.4-2 中 所 定义 . 我 们 并 不 假设 随机 
Me, 是 独立 的 。 令 

covar e) = E[(e 一 下 ET — B] = oC, 
Hpk C = (Can BEHEA. 由 于 r= De, SER 
Er”) = Dy. 因此 


ED << iC xn) + OCA)}, 


其 中 mD eA (7-113) 或 (7-114) 确定 。 利用 $1.5-3 中 所 建 
WAZ RI, RAIS AA H 
covar (r) 一 EL Gr — Er) — ECr"))] 
= E[D(e — pe — pD" ] 
— DF (e — ple" — p") ID" 
= r DCD., 
ae: Wi ER SL RA SE ARS covar Cr) ARHAR, Te AR 
r 这 个 量 的 方差 。 对 于 这 些 元 素 ,; 我 们 得 到 
varl rD) = -一 23 S d mal mid hms €7-115) 
Ried 个 定义 在 < 二 和。 二 ， 二 的 连续 函数 
e(&,n), fe mn — Clx—gsXm ds PA 7-115) 中 的 和 可 以 用 
一 个 重 积 分 来 近似, 由 此 给 出 
varl ri ly = TAV Ca) + OLAJ}, (7-116) 
其 中 a 
vey 一 全 人 ale Dele nC rasadn. (7-117) 
另 一 方面 , WERE mre. WAR 已 化 成 一 
个 对 由 阵 。 若 它 的 非 零 元 素 可 以 用 cw = ole.) 这 样 的 形式 


r +464 + 


NERS SEG Ge) FE» 的 一 个 已 知 非 鱼 连 组 函数 ,出 (7-1157) 
市 的 和 化 成 为 一 个 简单 的 和 : 千 是 有 


varl rP) = A ule.) + OG, (7-118) 
Arp h T EOC 7-106), 
px) = | GCE. (7-119) 


看 来 将 V(x) 或 vx) 用 一 个 简单 的 微分 方程 来 定义 是 不 
可 能 的 。 利 用 《7-46), 容易 建立 不 等 式 
ox) < CE — 2)? |" Ge — Eaa 
+ Cr — ay | Cè — EYalEJdE, (7-120) 


以 及 关于 Tc 的 一 个 业 伺 的 不 等 式 。 


7.5. 问题 和 补充 附注 


$7.1 
1. 求解 边 值 问题 ; 
y” = (1 + ey, larl, 
yţ{— 1) = yl) = 1, 
RHA 4 Bee C7-10, WEE 4 = 0.2 【由 于 对 称 性 , 只 需要 
海 虑 区 加 的 一 半 ] 
2. 求解 边 值 间 题 : 
y = 6r t y, Orl, 
ya) = y(1) = 0. 
用 差分 算 子 《7-9), 取 上 一 0.25 [用 Newton 方法 解 非 线性 差 
分 方程 , 并 用 上 略 去 入 这 一 项 所 得 到 的 边 管 问题 的 解 作 为 初始 
ual. 


« 465 + 


3. 用 7.1-3 中 所 描述 的 Gauss 算法 求解 方程 组 Jy。 一 ev， 
其 中 e, 是 第 # 个 (N 一 1) 维 单位 向 量 《ae — 1, 2,-++,N— 
1). 


4. 求解 方程 组 
1 
1 
Jy =]. |, 
1 
N—1 
并 证 明 y = 之 ,yw。 
5* 关于 微分 方程 


yY + Ay” = Karsy), Am WE 
的 一 个 明显 的 差分 近似 是 由 差分 方程 
VW yaaa T AMV yaa — An = 0 
fet, CZD 5 E 
WV ynga 十 ARN yaa H ev Ynah 
= Af, + BV "fai 十 BY Farah 
中 适当 定 出 常数 a, p, 6 来 改进 上 述 差 分 近似 的 精确 度 ， 
6. 把 7.1-3 中 求解 AX =b REC A 为 三 对 和 的 ) 
推广 到 外 汶 五 对 角 的 情形 , 即 当 | 一 7 > 2 ay = 0. 
7. 沙 碟 方 程 组 的 边 值 问题 : 
y” = Goy + btw), yle) = I, yl) =r, 
每 一 个 微分 方程 用 方法 57-8) RE. oO RR S| E 
(N —1)% k 
His Gala y, HOY vio Foot +> Va. WTP VERN RAE 
组 可 以 节 写 成 
Ay =B, C7-121) 
其 中 BOSE PRR ST bb), LA 的 向 党 , fi A RARBG 
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20+ PGi) 一 O---0 
一 工 21+ PGi —I--- 0 
A 一 te ot, 
0 


I 21+ PGi) 
(7-122) 
(I = k x RCSA RED. Bar KT HSA 7-121) 数 
Tia Seth. See ROX & RARE iT 
8. MMB Re: 

y(a) — ceyla) = A, y'CS) + dy) = B, (7-123) 
UEHASS AP ERE 7.1 ee, Bh e SO, dS o,e td > 0 
[用 yta) 一 a 作为 一 个 参数 ,并 证 明 

Yala ra) 1 + elr — aa), yaltsoa) Sel. 

§7.2. 

9.(a) 证 肯 单 位 矩阵 是 可 约 的 . 

(b> S A | (a) MB [= (bj) EBT 2 bre. 如 

RA EARR, E ay% 0I by = 0 , 则 BB 是 可 约 的 . 

L0, — Z4 ARE A = (a) BAA, 当 且 仅 当 对 共 
些 主 有 ajc, 一 0。 同 时 用 定义 及 定理 7.2 来 证 明 这 一 结 
论 . 

1l. a, p Er 三 0,2 x 2 460 


a g 0 g o 0 
OC Or OG or OC] o 
Ha ap — Fé BT AB? 
12. EmA ERE GOr, Cr 一 1,2,--*,N — 1) WEE 
Be 74 SREP. WG (7-122) EXER A PSE ASE. 
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13. 由 微分 方程 yy = gledy tar) CIDR & EF (7-123) 
F. APES 4 SET SIC eA AE EE Se 
满足 定理 7.4 的 假设 ,因而 是 单调 的 。 
14. 用 Newton 法 求解 方程 
x? — a =D, (7-1243 
其 中 a > 0, RE rn > 0, l 
Ca) 证 明 Kantorovich 的 定理 7.6 的 假设 是 满足 的 ; 
Cb》 证 明 解 r 一 y a 位 于 由 《7-65) 定义 的 区 域 的 边界 
t; 
Cc) 证 明 逐 次 近似 值 满 足 关 系 式 : 
ra (=y 
ža + af a xa + nf a 
并 比较 真正 的 误差 rz 一 w a 与 由 《7-66) 所 给 出 的 估计 . 
15. 关于 定理 34 中 描述 的 解 x = FCAT, 其 收 
SHS GT An tay? 
16”. 改进 的 Newton 过 程 的 收复 性 。 Se, wil, - R 
示 用 
FD 一 和 — | A(z) Pg lz), v = 0,1,2,-°° 
(7-125) 
改进 的 Newton ARRA py =o PRIS SUR RII ie 
sas ACz) 只 求 一 次 逆 ]1, 如 果 满 足 定理 7.6 的 假设 而 且 


hel, 
2 


HE RH 
| zt? — y* | = giz? —. y*| » (7-126) 
其 中 了 一 1 一 w 1 一 2 <1, ite 


F 一 


CHL Kanterovich [1948], p. 181). 

17. 把 改进 的 Newton 方法 用 子 (7-124), IEB tA 
(7-126). 你 能 否 构 造 一 个 函数 fx)，。 对 它 来 说 估计 式 是 明 
SERI? 

$7.3. 

18. iW p” = y — 2, yO = 2, yC1) 一 0 解析 
地 进行 差分 计算 ,使 用 (7-9), 并 证 明定 理 7.9 的 结论 . 

19. 对 边 值 闻 题 (不 属于 MM 类 ) 

yy CO = 90, y(1 = 1, 
HFRS (7-9) 解析 地 进行 差分 计算 ,并 决定 误差 的 阶 , 如果 
YOD ER Ca Ayn 一 yw 来 近似 的 55b) 用 
CIA Cyna 一 yN) 
EARI, 

20. 用 差分 校正 改进 问题 2 中 得 到 的 数值 结果 o Uia E 
获得 所 要 求 的 3 售 ， 如 果 必 要 的 话 外 推 亲 面 获得 和 前 y 一 
(1 十 x?)y 值 。 并 对 以 此 得 到 的 值 与 精确 解 的 6 阶 导 数 进行 
比较 . 

21*. 差分 校正 的 证 明 。 令 Liye) RAR SES RIK 
A (7-8) 相关 的 差分 算 子 ,如 果 ye) BRS MHA 

Eby Ce) 5B] = Cpp Ph OP Ce AP + Cyt Ce are 

+ OC AP*), 
TE HA BR é pz) = Cx) fet (7-92) 成 立 ; 当 
Ca) ped, p= fp => 0, ih eC) SE 1A] Ba 
n” = gen 十 > toyCxry@) eG) P 


+ Cey (x) + Cee G), 
Ca) — le) = 6 
Ws Re 
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(bD) p= 4, Bo = Br, Mye 
n” = glx)yn 一 《Ca + PCa (xd, yla) = (6) = 0 
WORE 
22. He E (Collatz £1960], p. 200), 车 对 于 一 个 属 
TM RUE, ELR FAAR OD 9 
现 使 得 
— yr Ge) + Rr) 0 <p Ce) + (xs adr) 
asa 4, 
DBZ Ae Ry Co) 满足 
ne) < yle) Sle), asa sa, 
$7.4. 
23. WEER 4 g(x) = i Ft, 


GCr, E) = Sint sain s2 5) — a tsinhl — max(x,£)] 


以 及 假设 ple} 一 gtx) 一 1 时 ， 
cosh |+ (6 + a) 一 =| 


mead =F cosh 已 Cb 一 a)| | 


sinht 6 — ayo 
_ Cx — a)sinh’(s — x} + C6 — x)sinh’Cx 一 a) 
2sinh*(p — a) 
24. TEAR Se ARK (7-104). 
25. WERK IZ fA R] 
y” = glwy + plr), yla) = A, yb) =B 
Ao AE RY LA Ae AK 
ye) = TES Ged + ete) + fT ale eae. 


a 470 3 


26. 用 GEG = 1,2) RAR SWI y” 一 2, Gy, 
yCa) = A, y(b) = 《其 中 0 < gle) EE g(x), rE La, $l) 
有 关 的 Green PHBL, IERA 0 所 Gir, E) GS Gir, 5); x, 
Efa, žl]. 

注 

§7.1-2, 其 它 求 解 边 值 问 题 的 离散 变量 方 社 汶 Gavurin 
[1949], Stissi [1950], Mikelazde [1953a], Karpilovsaya [1953], 
Glinskaya 和 Mysovskih [1954], Adachi [1955], Goodman 和 | 
Lance 11956], Tihonov 和 Samarskii [1956], Ridley [1957], 
Fox [1957] 所 提出 。 Storm-Liouville [A] B29 Farrington, Gr- 
egory AI Taub [1957] 以 及 Wachspress [1960] 所 讨论 ， BA 
非 均 名 网 格 步 长 的 差分 方程 为 Brown [1960] 所 研究 . 

$7.1-3。 这儿 所 用 的 Gauss 算法 的 特殊 形式 〈 有 时 了 略 加 
改变 是 Fox [1957], Anonymous [1957], Douglas [1959], 
Forsythe Fl Wasow [1960], p. 103, Wachspress 11960] 所 讨 
论 。 KPHPREARBMHMA 具有 多 于 三 个 非 零 对 角 线 的 年 
阵 A RRS, TL Rutishauser [1958]. Conte 和 Dames [1958] 
以 及 问题 6。 

$37.1-4。 用 Newton 方法 求解 由 非 线 工地 入 癌 题 中 中 H 
的 莽 分 方程 的 煞 值 试验 沟 Ehrlich [1960] 和 Mercer [1960] 
Aik SE. FBP RAE. WM Pope [1960]. 

§7.2-1. 定理 7.2 为 Varga [1959] 所 说 明 . 

§7.2-2, ARAN MME pitt, RiBie 
Collatz [1960j p. 43 来 处 理 . 

$7.2-4. 定理 7.6 的 证 明 是 对 有 限 维 的 情形 ， 是 用 一 个 特 
PET BAY Kantorevich 的 原始 证 上 月 (Kantorovich [1948]) 的 
一 种 小 改进 . 

§7.3-1. 关于 更 一 般 的 边 值 问 题 的 有 限 差分 近 己 误 郑 四， 
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可 以 在 $7.1-2 SAAR RARE RE Schröder [196,1958] 中 
找到 、 Mitchell [1959] 曾 提 出 关于 不 屋 于 M 闫 的 边 值 问题 ， 
有 限 差分 方法 的 固有 困难 . 

§7.4. 在 解 上 其 有 三 对 衣 和 矩阵 的 线 方 程 组 过 程 中 , GARE 
Mite ae Douglas [1959]， Wachspress {1960}, Lowan [1960] 
所 讨论 。 
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